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ABSTRACT
The present work5 primaly, realises an exploration between
the methods or algorhythmns5 mads with the expectation being to
find, for whatever graph, the indépendant maximum groups, to thus
obtain the best solution of maximum independant sets =
After the research of traditional algorhythmns, concluding
2in heuristic algorhythmns5 efficient with the complexity of n — 
for entries the size of n — which find a solution for the maximum 
independant set problem*
Thus also bringing into effect comparitive analysis, related 
to the computed efficiency5 between the best traditionally 
researched heuristic algorhythmn (Bron and Kerbosch) and the 
proposed heuristic algorhythmn in this work -
Conclude and work with commentaries about the advantages of 
utilising the heuristic algorhythmn* beyond the recomendations 
and indications for new reseraches and studies=
RESUMO
O presente trabalho, a priori, realiza unja exploração dentre 
os métodos ou algoritmos, desenvolvidos com a "finalidade de 
encontrar, para um grafo cjualquer; os conjuntos independentes 
maximais = Obtem—se; assim, a solução ótima para o problema do 
máximo conjunto independente (número de independência)=
Após a pesquisa dos algoritmos tradicionais, desenvo1ve—se
2
um algoritmo heurístico, eficiente, com complexidade n — para 
entradas de tamanho n — que encontra uma boa solução para o 
problema do máximo conjunto independente=
Efetua—se, também, uma análise comparativa, relacionada ao 
desempenho computacional, entre o melhor algoritmo tradicional 
pesquisado (Bron e líerboscn} e o algoritmo heurístico proposto 
neste tabalho=
Conclui-se o trabalho com comentários sobre vantagens da 
utilização do algoritmo heurístico, além de recomendações e 
ind icaçoes para novas pequisas e estudos =
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CAPÍTULO I
INT R 0 D U Ç 3 Q
1 . i . - H i s t ó r i c o  L7Í1
0 m o t i v o  que se c o n s t i t u i u  na o r i g e m  da teoria de g r a f o s  é 
um p r o b l e m a  a l g o r í t m i c o ,  já que a s o l u ç ã o  é o b t i d a  a t r á v e s  da 
e l a b o r a ç ã o  de um algoritmo. E s t e  problema, c o n h e c i d o  como 
problema, das pontes de Königsberg, foi p r i m e i r a m e n t e  r e s o l v i d o  
por E u l e r  em 1736. No rio Pregel , j unto à c i d a d e  de K ö n i g s b e r g  na 
e n t ã o  Prússia, e x i s t i a m  d u a s  ilhas f o r m a n d o  p o r t a n t o  quatro 
r e g i õ e s  d i s t i n g u í v e i s  de terra, m a r g e m  direita, m a r g e m  e s q u e r d a  e 
d u a s  ilhas sep a r a d a s ,  t a n t o  uma da o u t r a  qua n t o  das margens. 
H a v i a  um total de sete p o n t e s  i n t e r l i g a n d o - a s .  0 p r o b l e m a  
c o n s i s t e  em, p a r t i n d o  de uma d e s s a s  regiões, d e t e r m i n a r  um 
t r a j e t o  p e l a s  p o n t e s  s e g u n d o  o qual se p o s s a  r e t o r n a r  à r e g i ã o  de 
partida, a t r a v e s s a n d o  ca d a  uma das p o n t e s  s o m e n t e  uma vez. E u ler 
m o s t r o u  que não e x i s t e  tal trajeto, ao e l a b o r a r  um m é t o d o  
a l g o r í t m i c o  u t i l i z a n d o  um m o d e l o  em g r a f o s  para g e n e r a l i z a ç ã o  
d e s t e  probl e m a .  A t r a v é s  d e s s e  m o d e l o  ele v e r i f i c o u  que e x i s t e  tal 
t r a j e t o  se e s o m e n t e  se cada r e g i ã o  for ligada por um n ú m e r o  par 
de pontes.
A s o l u ç ã o  d e s t e  p r o b l e m a  é c o n s i d e r a d a  como o m a r c o  
inicial da t e o r i a  de grafos. Porém, d e sde seu a p a r e c i m e n t o , há 
mais de 200 anos, m u i t o  p o u c o  foi a c r e s c e n t a d o ,  nos anos 
s e g uintes, ao t r a b a l h o  de Euler.
Somente, em m e a d o s  do s é c u l o  XIX, é que três 
d e s e n v o l v i m e n t o s  i s o l a d o s  v i r i a m  c o n t r i b u i r  pa r a  d e s p e r t a r  o 
i n t e r e s s e  pelo assunto.
0 p r i m e i r o  d e s s e s  fatos é a f o r m u l a ç ã o  do problema das 
quatro cores, cu j a  a u t o r i a  s u p õ e - s e  ser de F r a n c i s  Guthrie. D 
p r o b l e m a  c o n s i s t e  em c o l o r i r  os p a í s e s  de um m a p a  a r b i t r á r i o  
plano, cada país com uma cor, de tal forma que pa í s e s  
f r o n t e i r i ç o s  p o s s u a m  c o r e s  difere n t e s .  Será pos s í v e l  e n t ã o  o bter 
tal c o l o r a ç ã o  u s a n d o  não mais de 4 c o r e s ?  E s t a  c o n j e c t u r a  
p e r m a n e c e u  em a b e r t o  até 1977, quando foi p r o v a d a  por Appel e 
Haken. Além da i m p o r t â n c i a  do t ó p i c o  de c o l o ração, o p r o b l e m a  das 
q u a t r o  c o r e s  d e s e m p e n h o u  um papel m u i t o  r e l e v a n t e  para o 
d e s e n v o l v i m e n t o  geral da t e o r i a  dos grafos.
O u t r o  d e s e n v o l v i m e n t o  i m p o r t a n t e  foi a f o r m u l a ç ã o  do 
problema do caminho Hamiltoniano, p o r  Hamil t o n .  No c a m i n h o  
H a m i l t o n i a n o  e x i s t e m  n cidades, cada par de c i d a d e s  pode ser 
a d j a c e n t e  ou não. P a r t i n d o  de uma c i d a d e  qualquer, o p r o b l e m a  
c o n s i s t e  em d e t e r m i n a r  um t r a j e t o  que p a s s e  a p e n a s  uma vez em 
cada c i d a d e  e r e t o r n e  ao p o nto de partida. Até a da t a  atual, não 
foi e n c o n t r a d a  uma s o l u ç ã o  a l g o r í t m i c a  s a t i s f a t ó r i a ,  ou seja, não 
são c o n h e c i d a s  c o n d i ç o e s  n e c e s s á r i a s  e s u f i c i e n t e s ,  r a z oáveis, de 
e x i s t ê n c i a  de tais trajetos.
E o t e r c e i r o  a c o n t e c i m e n t o  m a r c a n t e  do s é c u l o  XIX foi o 
d e s e n v o l v i m e n t o  da teoria das árvores, r e a lizado, inicialmente, 
por K i r c h o f f  e Cayley. 0 p r i m e i r o  v i s a v a  a sua a p l i c a ç ã o  em 
c i r c u i t o s  e l é tricos, e n q u a n t o  o ú l t i m o  a e m p r e g a v a  em química 
orgânica. As á r v o r e s  c o n s t i t u e m  uma c l a s s e  e s p e c i a l  de grafos, 
com larga a p l i c a ç ã o  nas d e m a i s  d i f e r e n t e s  áreas.
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No s é c u l o  XX o i n t e r e s s e  por g r a f o s  aumentou. P o r  v o l t a  da 
d é c a d a  de 1930, r e s u l t a d o s  f u n d a m e n t a i s  na teoria f oram o b t i d o s  
por K u r a t o w s k i ,  Konig, M e n g e r  e outros. A t u a l m e n t e ,  tem-se, a 
i d éia de ser, a t e o r i a  de grafos, uma área p o uco exp l o r a d a .
1.2. - O r i g e m
Dado um g r a f o  ©  = , A), m u i t a s  vezes o i n t e r e s s e  es t á  em 
d e s c o b r i r  s u b c o n j u n t o s  do c o n j u n t o  ^  dos v é r t i c e s  que f o r m a m  ©  e 
que p o s s u a m  a l g u m a  p r o p r i e d a d e  p r é - d e f i n i d a . Por e x emplo, qual a 
m á x i m a  c a r d i n a l i d a d e  pa r a  que, um d e t e r m i n a d o  s u b c o n j u n t o  V  ^  X, 
forme um s u b g r a f o  < V > c o m p l e t o ?  Ou qual será a m á x i m a  
c a r d i n a l i d a d e  p a r a  que o s u b c o n j u n t o ^ ,  ge r e  um s u b g r a f o  <V > 
i n t e i r a m e n t e  d i s c o n e c t o ?  A r e s p o s t a  para a p r i m e i r a  q u e s t ã o  é 
c o n h e c i d a  c o m o  n ú m e r o  /acção (clique) de ©  e a r e s p o s t a  pa r a  a 
segunda, c o m o  o rvúmero de independência. . Estes n ú m e r o s  e os 
s u b c o n j u n t o s  de v é r t i c e s  dos quais são der i v a d o s ,  d e s c r e v e m  
i m p o r t a n t e s  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  do grafo, e há uma v a r i e d a d e  
de a p l i c a ç õ e s  d i r e t a s  tais como: p l a n e j a m e n t o  de projetos, 
a n á l i s e  de grupos, p r o c e s s a m e n t o  p a r a l e l o  em c o m p u t a d o r e s ,  
l o c a ç ã o  e i n s t a l a ç ã o  de c o m p o n e n t e s  elétricos, g e r a ç ã o  de 
h orários, c o l o r a ç ã o ,  a s s o c i a ç ã o  ("matching") , etc.
N e s t e  traba l h o ,  a a t e n ç ã o  e s t a r á  v o l t a d o  p a r a  o m á x i m o  
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e ,  que é o b t i d o  por s e l e ç ã o  do m a i o r  c o n j u n t o  
p e r t e n c e n t e  à f a m í l i a  dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais.
P a r a  o b t e r  t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  de um 
g r a f o  ©, e x i s t e m  a l g u n s  métodos, d e n t r e  os quais: o ' m é t o d o  da
e n u m e r a ç ã o  s i s t e m á t i c a ,  o m é t o d o  de Maghout (algébrico), e t a m b é m  
o m é t o d o  de Be d n a r e k  e T a u l b e e  que t r a b a l h a  com as f a c ç õ e s  do 
g r a f o  <D. Com o a p a r e c i m e n t o  do m é t o d o  e n u m e r a t i v o  s i s t e m á t i c o  de 
Bron e Kerbosch, h o u v e  um a v a n ç o  c o m p u t a c i o n a l  s i g n i f i c a t i v o .  
Contudo, qu a n t o  m a i o r  for o n ú m e r o  de v é r t i c e s  do g r a f o  G, m a i o r  
será o n ú m e r o  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  que t e r ã o  de 
ser e n c o n t r a d o s ,  o que c e r t a m e n t e  e x i g i r á  m u i t o  t empo de 
p r o c e s s a m e n t o  e uma g r a n d e  q u a n t i d a d e  de memória.
E m b o r a  e n c o n t r e m  t odos os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  
do grafo, e s s e s  m é t o d o s  s e r v e m  tão s o m e n t e  a p r o p ó s i t o s  teóricos, 
pois quanto m a i o r  for o n ú m e r o  de v é r t i c e s  de um d e t e r m i n a d o  
g r a f o  G, m a i o r  será a q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  n e c e s s á r i a  e mais 
t e mpo de p r o c e s s a m e n t o  será gasto, o que c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  os 
t o r n a  i n v i á v e i s  c o m p u t a c i o n a l m e n t e . A f i n a l i d a d e  d e s t e s  m é t o d o s  
é, portanto, e n c o n t r a r  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  para 
g r a f o s  p e q u e n o s  de até 50 vértices.
Por isso, su r g i u  a idéia de c r i a r  um a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  
e f i ciente, com o o b j e t i v o  de g e r a r  uma boa s o l u ç ã o  para o 
p r o b l e m a  da d e t e r m i n a ç ã o  do m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  e, 
c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  do n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  otCGj. Assim, o 
p rinc i p a l  o b j e t i v o  que este a l g o r i t m o  d e v e r i a  p e r s e g u i r  s eria o 
de o b t e r  uma s o l u ç ã o  sem ter de e n c o n t r a r  e c o m p a r a r  todos os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  do g r a f o  e, al é m  disso, u t i l i z a r  
p o u c a  q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  com b a i x o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  
comput ac ional .
51.3. - Objet ivos
O o b j e t i v o  central d e s t e  t r a b a l h o  é p r o p o r  um a l g o r i t m o  
h e u r í s t i c o ,  i n d e p e n d e n t e  do t a m a n h o  do grafo, que o t i m i z e  o 
p r o c e s s o  de o b t e n ç ã o  do n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  otCteD e, de 
p r e f e r ê n c i a ,  p o s s u a  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l .  Há t a m b é m  uma 
p r e o c u p a ç ã o  em r e d u z i r  o t e m p o  e a q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  
r e q u e r i d a  no p r o c e s s a m e n t o  c o m p u t a c i o n a l .
0 t r a b a l h o  t a m b é m  r e a l i z a  um e s t u d o  c o m p a r a t i v o  e ntre dois 
a l g o r i t m o s  c o m p l e t a m e n t e  d i s t intos. 0 p r i m e i r o  algoritmo, 
e s c o l h i d o  d e n t r e  os v á r i o s  que e x i s t e m  a t u a l m e n t e  na literatura, 
é c o n s i d e r a d o  c o m o  s e n d o  o m e l h o r  d e n t r e  os que s e l e c i o n a m  a 
s o l u ç ã o  ó t i m a  pa r a  o p r o b l e m a  da d e t e r m i n a ç ã o  do m á x i m o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e .  Es t e  a l g o r i t m o  e n c o n t r a  a s o l u ç ã o  ó t i m a  para o 
p r o b l e m a  de o b t e n ç ã o  do n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  ctDßD de um g r afo 
qualquer, t e n d o  que, p a r a  isso, g e r a r  e c o m p a r a r  todos os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais. Já o s e g u n d o  a l g o r i t m o  que é o 
p r o p o s t o  n e s t e  trabalho, tem como o b j e t i v o  a p r e s e n t a r  s o m e n t e  um 
c o n j u n t o ,  sem n e c e s s i d a d e  de g e r a r  t odos os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  maximais, nem de c o m p a r á - l o s  e n t r e  si.
1.4. - I m p o r t â n c i a  e l i m i t a ç õ e s
A i m p o r t â n c i a  dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  de um 
g r a f o  <£ q u a l q u e r  reside, não a p e n a s  no fato do g r a n d e  n ú m e r o  de 
a p l i c a ç õ e s  diretas, mas t a m b é m  p o r q u e  a p a r e c e  m u i t a s  v e zes como 
um s u b p r o b l e m a  em o u t r a s  á r e a s  a b r a n g i d a s  p e l a  t e o r i a  de grafos.
Em p a r t i c u l a r ,  d e s e m p e n h a  um papel m u i t o  i m p o r t a n t e  na 
d e t e r m i n a d o  do n ú m e r o  c r o m á t i c o  de um grafo, em p r o b l e m a s  de 
a s s o c i a ç ã o  ("mcttching”), na o t i m i z a ç ã o  da g e r a ç ã o  de h o r á r i o s  
( p r ofessores, dis c i p l i n a s ,  salas, cursos, etc.) e em m u i t o s  
outros. No c a p í t u l o  III s e r ã o  a p r e s e n t a d a s  a l g u m a s  a p l i c a ç õ e s  
r e l a c i o n a d a s  com c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  e com a 
d e t e r m i n a ç ã o  do n ú m e r o  de independência. Co m o  o i n t e r e s s e  
p r i n c i p a l  em r e l a ç ã o  a p r o p r i e d a d e  da i n d e p e n d ê n c i a  m a x imal é 
o b t e r  o n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  a C O D  e o c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
m a x imal por ele gerado, o o b j e t i v o  é, o b v i a m e n t e ,  e n c o n t r á - l o s .  
C o n t u d o  ao se t e n t a r  e n c o n t r a r  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
maxim a i s ,  s u r g e m  com a l g u n s  p r o blemas, dos q uais d e s t a c a m - s e :
( i ) T r a t a m e n t o  t e ó r i c o
A p r e s e n t a - s e ,  a seg u i r  um b r eve r e s u m o  do p r i n c i p a l  p r o b l e m a  
t e ó r i c o  e n c o n t r a d o  em cada um dos m é t o d o s  m e n c i o n a d o s .
M é t o d o  da e n u m e r a ç ã o  s i s t e m á t i c a
T e m - s e  que v e r i f i c a r  a cada c o n j u n t o  g e r a d o  se este 
c o n j u n t o  não es t a  c o n t i d o  em um c o n j u n t o  a n t e r i o r m e n t e  gerado, 
p a r a  s a ber se é maximal ou não. Além disso, tem que e f e t u a r  t odas 
as p o s s í v e i s  c o m b i nacões.
M é t o d o  de Maghout
A c o n d i ç ã o  de i n d e p e n d ê n c i a  é f o r m u l a d a  u t i l i z a n d o  a 
á l g e b r a  b o o l eana. Efe t u a  o p e r a ç õ e s  e r e d u ç õ e s  a l g é b r i c a s  e, 
u t i l i z a  uma funcão que ge r a  as c o m b i n a ç õ e s  que f o r n e c e m  t odos os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  do grafo.
M é t o d o  de B e d n a r e c k  e T o u l b e e
T r a b a l h a  com subgrafos, e s c o l h e n d o  um v é r t i c e  p 
qualquer, pa r a  f o r m a r  s u b g r a f o s  que c o n t e n h a m  p  e s u b g r a f o s  que 
não c o n t e n h a m .  P o d e - s e  também, a u m e n t a r  a cada etapa, o t a m a n h o  
do subgrafo.
A l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h
G u a r d a  s u b c o n j u n t o s  a u x i l i a r e s  e E *t que d e p e n d e m  do 
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  em formação, e f e t u a  te s t e s  h e u r í s t i c o s  e 
u t i l i z a  o r e c u r s o  "backtrak
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( ü  ) Complexidade dos algoritmos disponíveis
T o d o s  os a l g o r i t m o s  a p r e s e n t a d o s  p o s s u e m  c o m p l e x i d a d e  
e x p o n e n c i a l  ® ( e x p  <n>) , ou seja o t e m p o  de e x e c u ç ã o  cr e s c e  
e x p o n e n c i a l m e n t e  a m e d i d a  que a u m e n t a - s e  o t a m a n h o  do grafo;
M e m ó r i a  r e q u e r i d a  p a r a  a r m a z e n a m e n t o  m u i t o  grande.
Por isso a i m p o r t â n c i a  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, 
d e v e - s e  ao fato de possuir, d e n t r e  o u t r a s  v a n tagens, as 
seguint e s :
( £) H e u r í s t i c a  e f i ciente;
2 2( ti) C o m p l e x i d a d e  da o r d e m  de n  , ou seja, ) ;
(£££) E n c o n t r a  uma s o l u ç ã o  para g r a f o s  de g r a n d e  porte;
( iu) A p e s a r  da não g a r a n t i a  da s o l u ç ã o  ó t i m a  g a r a n t e  uma 
boa solução, que e v e n t u a l m e n t e  serve, co m o  um limite 
i n f e r i o r  pa r a  a o b t e n ç ã o  da s o l u ç ã o  ótima, ao 
utilizar—se o a l g o r i t m o  de Bron e Kerbosch.
81.5. - O r g a n i z a ç ã o  do t r a b a l h o
Este t r a b a l h o  está d i v i d i d o  em sete cap í t u l o s .
0 c a p í t u l o  I c o n s i s t e  de uma a p r e s e n t a ç ã o  p r e l i m i n a r  da 
d i s s e r t a ç ã o ,  c o n s t a n d o  de um h i s t ó r i c o  s o b r e  a t e o r i a  de grafos; 
origem, obj e t i v o s ,  i m p o r t â n c i a  e o r g a n i z a ç ã o  do trabalho.
No c a p í t u l o  II e l a b o r a - s e  um r e s u m o  dos c o n c e i t o s  e 
d e f i n i ç õ e s  b á s i c a s  u t i l i z a d o s  em t e o r i a  de g r a f o s  i n t r o d u z i n d o  
t a m b é m  o c o n c e i t o  de a l g o r i t m o  e c o m p l e x i d a d e .  A p r e s e n t a - s e  
t a m b é m  e x e m p l o s  i l u s t r a t i v o s  dos c o n c e i t o s  a p r e s e n t a d o s .
0 c a p í t u l o  III introduz, pa r a  um d e t e r m i n a d o  g r a f o  <B, a 
n o ç ã o  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s .  D e f i n e  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
maxim a i s ,  n ú m e r o  de inde p e n d ê n c i a ,  m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  e 
s u b g r a f o s  c o m p l e t o s  m a x i m a i s  (facções), com a a p r e s e n t a ç ã o  de 
a l g u n s  e x e m p l o s  m o d u l a d o s  em forma de grafos. A s o l u ç ã o  pa r a  cada 
um d e s s e s  e x e m p l o s  es t á  r e l a c i o n a d a  a p r o p r i e d a d e  de 
i n d e p e n d ê n c i a  maximal de um ou de a l g u n s  c o n j u n t o s  de <£ . 
Mos t r a - s e ,  ainda, uma a p l i c a ç ã o  da p r o p r i e d a d e  de i n d e p e n d ê n c i a  
aos g r a f o s  orien t a d o s .  F i n a l i z a  c o n c e i t u a n d o  p r o b l e m a s  NP com 
a p r e s e n t a ç ã o  de al g u n s  exemplos.
No c a p í t u l o  IV m o s t r a - s e  como obter, num d e t e r m i n a d o  g r a f o  
<D, t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maxim a i s .  A p r e s e n t a  um a um 
os m é t o d o s  ou a l g o r i t m o s  que d e t e r m i n a m  e s s e s  conjuntos. 
Elabo r a - s e ,  em seguida, um a l g o r i t m o  com base no a l g o r i t m o  
e n u m e r a t i v o  s i s t e m á t i c o  d e s e n v o l v i d o  por Bron e Kerbosch, com a 
sua d e s c r i ç ã o  formal e o d e s e n v o l v i m e n t o  d e s t e  a l g o r i t m o  a p l i c a d o  
a um exemplo, e x e c u t a d o  p a s s o  a passo.
0 c a p í t u l o  V a p o n t a  os p r o b l e m a s  do a l g o r i t m o  de Bron e
Kerbosch, e n f o c a  o p r o b l e m a  da d e t e r m i n a ç ã o  do m á x i m o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e ,  a p r e s e n t a n d o  m é t o d o s  pa r a  e n c o n t r a r - s e  este 
conjunto. Descreve, em seguida, a base c o n c e i t u a i  do a l g o r i t m o  
p r o p o s t o  p a r a  a o b t e n ç ã o  de uma s o l u ç ã o  p a r a  o m á x i m o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e ,  c o m  as r e s p e c t i v a s  e x p l i c a ç õ e s  s o bre a h e u r í s t i c a  
b á s i c a  e l a b o r a d a .  D e s e n v o l v e - s e ,  também, e x e m p l o s  d i d á t i c o s  com a 
u t i l i z a ç ã o  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, exe c u t a d o ,  p a s s o  por 
passo. F i n a l i z a  com uma a n á l i s e  da c o m p l e x i d a d e  do a l g o r i t m o  
h e u r í s t i c o  proposto.
0 c a p í t u l o  VI m o s t r a  os te s t e s  r e alizados, bem como as 
v a n t a g e n s  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  s o bre o de Bron e 
K erbo s c h .  C a r a c t e r i z a  a m e t o d o l o g i a  u t i l i z a d a  e n f o c a n d o  os 
exemp l o s ,  c o m e n t a n d o  co m o  e stes foram gerados, como foram feitos 
os testes, que r e s u l t a d o s  foram obtidos, c o m o  foram c o m p a r a d o s  e 
quais as l i m i t a ç õ e s  de tempo. Nos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  m o s t r a m - s e  
os e x e m p l o s  t e s t a d o s  e os g r á f i c o s  c o m p a r a t i v o s  em r e l a ç ã o  à 
c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, com a p r e s e n t a ç ã o  
dos c o n t r a - e x e m p 1 os e n c o n t r a d o s .
0 c a p í t u l o  VII c o n c l u i  o t r a b a l h o  e faz r e c o m e n d a ç õ e s  quanto 
ao a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, i n d i c a n d o  n o v a s  pesquisas.
A b i b l i o g r a f i a  c i t a d a  pode ser c o n s i d e r a d a  como um 
l e v a n t a m e n t o  c o m p l e t o  do que foi p u b l i c a d o  no país s o b r e  te o r i a  
de grafos, a l g o r i t m o s  e c o m p l e x i d a d e .
CAPÍTULO II
I N T R Q D U Ç g Q  h G R A F Q S
2.1 - D e f i n i ç õ e s  b á s i c a s
2.1.1. - G r a f o
Um grafo <B é uma c o l e ç ã o  de pontos, nós ou vértices, x , x ,1 2
K3 ' • • ' xn ( d e n o t a d o  p e l o  c o n j u n t o ^ ) ,  e uma c o l e ç ã o  de linhas 
CLÍ> a2> a3> ■■■, am ( d e n o t a d o  pe l o  c o n j u n t o  A ) ,  que ligam t odos 
ou a l g u n s  d e s t e s  pontos. 0 g r a f o  <£ será d e n o t a d o  pe l o  par ( ^ , &).
2.1.2. - G r a f o  d i r e c i o n a d o  e g r a f o  não d i r e c i o n a d o
Se j a  ©  = ( ^ , Ã )  um g r a f o  qualquer. Se as linhas em A  p o s s u e m  
uma direção, que são i n d i c a d a s  por uma flecha, s e r ã o  c h a m a d a s  
arcos e o g r a f o  r e s u l t a n t e  será c h a m a d o  g r a f o  direcionado, Fig.
2 . 1 . (a). Se as linhas não p o s s u e m  o r i e n t a ç ã o  s e r ã o  c h a m a d a s  de 




(a) G r a f o  d i r e c i o n a d o (b) G r a f o  não d i r e c i o n a d o
F i g u r a  2.1. G r a f o s
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2.1.3. - D i r e ç ã o
Q u a n d o  um arco a = (*, p e r t e n c e n t e  a um g r a f o
d i r e c i o n a d o ,  e s t i v e r  d e n o t a d o  p e l o  seu p a r  de vértices, inicial e 
final (isto é, p e l o s  seus dois v é r t i c e s  terminais x e x. ) , 
p o d e - s e  t o m a r  sua d i r e ç ã o  co m o  s e n d o  do p r i m e i r o  v é r t i c e  para o 
s e g u n d o  (ou seja, de pa r a  x^) . D e s t e  m o d o  na Fig. 2.1. (a), 
(xi' r e f e r e - s e  ao a r c o  a± e, (x2 , x^ ? ao a r c o  <*2 .
2.1.4. - A d j a c ê n c i a
S e j a  a = (x^, x.) uma a r e s t a  de um g r a f o  ©  qualquer. E n tão
d i z - s e  que a liga os v é r t i c e s  x.^ e x., e e s t e s  v é r t i c e s  são ditos 
a d j a c e n t e s ,  ou seja, se e x i s t e  uma a r e s t a  l i g a n d o  d o i s  v é r t i c e s
q u a i s q u e r  do g r a f o  <D e l e s  são a d j a c e n t e s .  Q u a n d o  o g r afo for
d i r e c i o n a d o  e a = (x., x ) ,  r e p r e s e n t a r  um arco, e n t ã o  x. será1 J j
a d j a c e n t e  a x. , o que não quer d i z e r  que x. s e j a  a d j a c e n t e  a x.i j t '
2.1.5. - A r e l a ç ã o  s u c e s s o r e s  - T(- )
Uma a l t e r n a t i v a ,  e m u i t a s  v e z e s  o m e l h o r  meio p a r a  d e s c r e v e r  
um g r a f o  <G, é pela espec i f ic a ç ã o  do c o n j u n t o  de v é r t i c e s  ^  e por 
uma relação r  (sucessores)que m o s t r a  c o m o  c a d a  um dos v é r t i c e s  
esta r e l a c i o n a d o  com t o d o s  os o u t r o s  v é r t i c e s  do grafo. Tem-se:
Not a : A r e l a ç ã o  s u c e s s o r e s  r é c h a m a d a  um m a p e a m e n t o  do c o n j u n t o  
X em ^  e o g r a f o  p o d e r á  t a m b é m  ser d e n o t a d o  pe l o  par ( ^ , T )
r <k ) = C Xj e  àR/ 3  a = (xL , x.) =  Ã }  = e  (E/ x^  é adjac. a x J
No e x e m p l o  da Fig . 2.1(a) t e m o s  T ( x  ) = Cx , >< } ou seja, x.1 2  5 4
e x5 são os v é r t i c e s  finais dos a r c o s  c u j o  v é r t i c e  inicial é x± 
Ou t r o s  e x e m p l o s  p a r a  o g r a f o  da Fig. 2 . 1 . (a):
Tíx^) = 0  ( c o n j u n t o  vazio) r < x3 ) = tK4 )
E p a r a  a Fig. 2.1.(b):
r  ( x, ) = C xK 31 5
Obs :
No ca s o  de um g r a f o  n ã o - d i r e c i o n a d o , ou de um g r a f o  c o n t e n d o  
a r c o s  e a r e s t a s  (tais co m o  os g r a f o s  d e s e n h a d o s  nas Fig. 2 . 1 . (b) 
e 2.2), as r e l a ç õ e s  r  s e r ã o  t o m a d a s  c o n f o r m e  as de um g r a f o  
d i r e c i o n a d o  e q u i v a l e n t e ,  no qual ca d a  a r e s t a  será s u b s t i t u í d a  por 







F i g u r a  2.2. G r a f o  m i s t o
D e s t a  forma, pa r a  o grafo da figura 2.2, por e x e m p l o
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2.1.6. - A r e l a ç ã o  a n t e c e s s o r e s  - r -1 (• ) (inversa s u c e s s o r e s )
Sa b e - s e  que T ( k ) é o c o n j u n t o  de v é r t i c e s  Xj € ^  para os
q u ais um arco (x^, x^) e x i s t e  em ©. Assim, é natural e s c r e v e r
r  como s e n d o  o c o n j u n t o  dos v é r t i c e s  xk para os quais
e x i s t a  um a r c o  a  = ( x ^  xL ) em <B. A r e l a ç ã o  T -1^ )  será por isso 
c h a m a d a  relaçdto inversa e se r á  da d a  por:
T  (x) - ®  3  (xk , x. ) e  A }  = € G /  é adjac. a xk }
Deste modo, p a r a  o g r a f o  da Fig. 2.1(a), temos.
r 1 ( x4 ) = C x2 , x3 } e r  1 ( x2 ) = C x£ }
e p a r a  o g r a f o  da Fig 2.2,
T  1 (x5 ) = íx± , x2 , x3 , x^}
N o t a : é ó b vio que num g r a f o  n ã o - d i r e c i o n a d o  T (x ) = r -1<* ) para
2.1.7. - R e l a ç ã o  T  a p l i c a d a  à um c o n j u n t o
Q u a n d o  a r e l a ç ã o  T não o p e r a r  s o bre um único v é r t i c e  mas
s o b r e  um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  tal c o m o  V  = fx , x , , x }1 3 * <3
e n t ã o  T (íf) será d e s c r i t a  por:
r <w > = r ( « > u  r  ( x ) u1 3
isto é, r (V) é um s u b c o n j u n t o  de v é r t i c e s  x^ <= W (ou seja, 
T ( V )  £  W) pa r a  os quais e x i s t e  ao m e n o s  um ar c o  (aresta) 
42 ~ (x^, x ^ ) em Ã, pa r a  a l g u m  x^ s  V. D e s t e  modo pa r a  o g r a f o  da 
Fig. 2. 1 . (b ) e com V  = Cx . x,, k }, tem-se:
1 Z 5
r ( V )  = r ( C x 4 , x2 , xsJ) = r (x 4 ) U  r ( x 2 ) u  r ( x 5 ) =
= Cx5 ) U  Cx3 , x4 J U  C x 4 , x3 , x4 } = Cx i( x ^  k 4 , >^3
N o t a - r <v > = Cxj € V 5  a  = (xL , x.) e  A, para a l g u m  Xj_ «  V }
2.2 - G raus de um v é r t i c e
2.2.1. - G r a u - d e - e n t r a d a  e g r a u - d e - s a í d a  de um v é r t i c e
0 n ú m e r o  de a r c o s  que t e n h a m  o v é r t i c e  x^  c o m o  seu v é r t i c e  
inicial será d e f i n i d o  co m o  o grau-de-saída do v é r t i c e  x
i
S i m i l a r m e n t e ,  o n ú m e r o  de a r c o s  que t e n h a m  x^  como seu v é r t i c e  
final será c h a m a d o  grau-de-Gritrcuda.
D e s t e  modo, r e f e r i n d o - s e  a Fig. 2.2, o g r a u - d e - s a í d a  de x ,5
d e n o t a d o  por 9S (x= ) = | r’ (xs ) | = 2, e o g r a u - d e - e n t  ra d a  de , 
d e n o t a d o  por g (x ) = |r_:1(x )| = 4E 5 1 5 1
r» n
Not a : E  9_ (X. ) = T. g_ (x. ) = m
S V E V1 = 1 t = 1
E.E.E. - Grau dos v é r t i c e s  de um g r a f o  n a o - d i r e c i o n a d o
Para um g r a f o  não-d irec ionado <D = (X, T), o g r a u  de um 
v é r t i c e  x^  é d e f i n i d o  por g(x^) = |T(>< )| .
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2.3. - Gr a f o s  parciais, s u b g r a f o s  e s u b g r a f o s  p a r c i a i s
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2.3.1. - G r a f o  parcial
Dado um g r a f o  G  = ( K , A ), um g r a f o  pctrcial de é o g r a f o  
<Dp = QZ, Ã p ) com c  & . D e s t a  forma, um g r a f o  p a r c i a l  é um g rafo 
com o m e s m o  n ú m e r o  de vértices, mas a p e n a s  com um s u b c o n j u n t o  dos 
a r cos (arestas) do g r a f o  original.
( i) G r a f o  (ii) G r a f o  parcial
(a) G r a f o  parcial d i r e c i o n a d o
( i) G r a f o (ii) G r a f o  parcial
(b) G r a f o  parcial n ã o - d i r e c i o n a d o
F i g u r a  2.3. G r a f o  parcial
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2.3.2. - S u b g r a f o
Dado um g r a f o  <G = T) um subgrafo é o g r a f o  ©  = , T >
3 S S
com ÍK c  W tal que pa r a  to d o  x. «  ^  te m - s e  r  («. ) = T(x. ) n  X
9 v a s x. l a '
Portanto, um s u b g r a f o  p o s s u i  s o m e n t e  um s u b c o n j u n t o  ^  do
3
c o n j u n t o  de v é r t i c e s  W do g r a f o  original , o qual c o n t é m  t o dos 
os a r c o s  (arestas) c u j o s  v é r t i c e s  inicial e final e s t e j a m  a m b o s  
d e n t r o  d e s t e  conjunto. S u b g r a f o  é o g rafo ind u z i d o  por seus 
vérti c e s .  D e n o t a - s e  o s u b g r a f o  O  por >.
( i) G r a f o  (ii) S u b g r a f o
(a) S u b g r a f o  d i r e c i o n a d o
( i ) G r a f o (i i ) S u b g r a f o
(b) S u b g r a f o  n ã o - d i r e c i o n a d o  
F i g u r a  2.4. S u b g r a f o
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2.3.3. - S u b g r a f o  parcial
As duas d e f i n i ç õ e s  a c i m a  p o d e m  ser c o m b i n a d a s  p a r a  d e f i n i r  
sxibgrafo parcial, que é um g r a f o  parcial de um s u b g r a f o  dado.
( i) G rafo (ii) S u b g r a f o  (iii) S u b g r a f o  parcial
(a) S u b g r a f o  p a r cial d i r e c i o n a d o
( i) G r a f o (ii) S u b g r a f o  (iii) S u b g r a f o  parcial
(b) S u b g r a f o  parcial n i o - d i r e c i o n a d o
F i g u r a  2.5. S u b g r a f o  parcial
2.4 - G r a f o  c o m p l e m e n t a r  e g r a f o  c o m p l e t o
2.4.1. - G r afo c o m p l e m e n t a r
D e n o m i n a - s e  complementar de um g r a f o  G  = (^ , A ) ao g r a f o  G ,  
que po s s u i  o m e s m o  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  de G  e que para todo par
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de v é r t i c e s  d i s t i n t o s  k ,  x^ e  W , t e m - s e  
(aresta) de se e s o m e n t e  se, não o for de <£. Ver F i g u r a  2.7.
L- . . ---  -- que (x. , x.) é arcoJ * J
X
( a ) G r a f o  <D
> V
(b) G  - C o m p l e m e n t a r  do G r a f o  <£
F i g u r a  2.6. G r a f o  G  e seu c o m p l e m e n t a r
a : <B = OH., & )  o n d e  &  = í& = (x. , x. ) e  $>/a = (x. , x. ) ^  ftj
2.4.2. - G r a f o  c o m p l e t o  K r>
Um g r a f o  é completo quando:
( i) e x i s t e  uma a r c o  (aresta) e n t r e  cada par de seus 
vérti c e s ;  ou
(ii) um g r a f o  no qual todo par de v é r t i c e s  d i s t i n t o s  são 
a djacent e s .
0 g r a f o  não d i r e c i o n a d o  c o m p l e t o  com n v é r t i c e s  e j n(n - 1) 
a r e s t a s  é d e n o t a d o  por ou n(n — 1) a rcos para g r a f o s




F i g u r a  2.7. G r a f o s  c o m p l e t o s
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2.5. - F a c ç ã o  ( S u b g r a f o  c o m p l e t o  m a x i m a l )
Uma fa c ç ã o  num g r a f o  <B é um s u b g r a f o  c o m p l e t o  maximal 
maximal no s e n t i d o  de que não está c o n t i d a  em n e n h u m  s u b g r a f o  
c o m p l e t o  maior. (i. é, 3  n e n h u m  s u b g r a f o  c o m p l e t o  que o c o n t e n h a )
x
<a) G r a f o  (b) F a c ç ã o
F i g u r a  2.8. F a c ç ã o  de um g r a f o  ©  não d i r e c i o n a d o
2.6. R e p r e s e n t a ç ã o  M a t r i c i a l
Um m o d o  c o n v e n i e n t e  de r e p r e s e n t a r  a l g e b r i c a m e n t e  um g r a f o  é 
a t r a v é s  do uso de m a t r i z e s  c o n f o r m e  segue.
2.6.1. - A m a t r i z  de a d j a c ê n c i a
Dado um g r a f o  <B, sua m a t r i z  de adjacência. A = Caij^lx7l> será 
d e t e r m i n a d a  conforme:
ar c o  <xL , x.) exist ir em 
cont r ário
Assim, a m a t r i z  de a d j a c ê n c i a  do g r a f o  m o s t r a d o  na Fig. 2.9




K1 * 2 *3 * 4 ><5 « 6
0 1 1 0 0 0 * 1
0 i 0 0 1 0 * 2
0 0 0 0 0 0 * 3
0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 K5
1 0 0 0 1 1 . * 6
F i g u r a  2.9. G r a f o  <B p a r a  e x e m p l o  das m a t r i z e s  de a d j a c ê n c i a  e de 
i n c i d ê n c i a
A m a t r i z  de a d j a c ê n c i a  d e f i n e  c o m p l e t a m e n t e  a e s t r u t u r a  do
grafo. Por exemplo, a so m a  de t o d o s  os e l e m e n t o s  na linha do x.t
da m a t r i z  f o r n e c e  o gr a u  de s a í d a  do v é r t i c e  x^, ou seja Ir<xt )|, 
e a s o m a  dos e l e m e n t o s  na c o l u n a  do x^  f o r n e c e  o grau de e n t r a d a  
do v é r t i c e  x^  , isto é | A C x^ > | .
2.6.2. - A m a t r i z  de i n c i d ê n c i a
Dado um g r a f o  <3 d i r e c i o n a d o  de n v é r t i c e s  e m arcos, a 
matriz de incidência de <B, B  = será d e f i n i d a  segundo:
{ 1 se x é o v é r t i c e  inicial do arcoa.- i se x  é o v é r t i c e  final do arco a.1   i
e b. . = 0 se x. não for um v é r t i c e  t e rminal do arco cl. ou se ct. vi »• j j
for um laço.
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P a r a  o g r a f o  m o s t r a d o  na Fig. 2.9, a m a t r i z  i n c i d ê n c i a  é:
ai a2 a3 a4 a5 ^  a7 aô aiO
1 1 0 0 0 0 0 -1 -1 0
-í 0 0 1 0 0 0 0 0 0 *2
— 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 «3
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 1 -1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 . *6
V i s t o  que os v é r t i c e s  k  e x p e r t e n c e n t e s  a um arco 
a = (xt, Xj) são a d j a c e n t e s ,  toda c o l u n a  da m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  
c o n t e r á  um 1 e um -1, e x c e t o  quando o arco f o r m a r u m  laço no qual 
t e r e m o s  a p e n a s  zeros.
Not a : Se 6  é um g r a f o  não d i r e c i o n a d o ,  e n t ã o  a m a t r i z  i n c i d ê n c i a  
é d e f i n i d a  c o n f o r m e  visto acima, e x c e t o  que t o d o s  os -1 
s e r ã o  n e s t e  ca s o  t r o c a d o s  por 1.
2.7. - A l g o r i t m o s  e C o m p l e x i d a d e  de a l g o r i t m o s  C 7 1 ]
Um e l e m e n t o  p r i m o r d i a l  em t e o r i a  de g r a f o s  é o algoritmo . 
Ele po d e  ser a s s o c i a d o  ao d e s e n v o l v i m e n t o  de uma t é c n i c a  para 
r e s o l v e r  um d e s e j a d o  problema. Os d a d o s  do p r o b l e m a  c o n s t i t u e m  a 
entrada CE2> ou dados do a l g oritmo. A s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  
c o r r e s p o n d e  a sua saída CSJ> . Um a l g o r i t m o  p o d e r i a  ser então 
c a r a c t e r i z a d o  por uma função /, que a s s o c i a  uma s a ída S  = /CES> , a 
cada e n t r a d a  E. A s s i m  sendo, c o n s i d e r a - s e  a e n t r a d a  como uma 
v a riável i n d e p e n d e n t e  básica, em r e l a ç ã o  a qual são p r o d u z i d a s  as 
s a í d a s  do a l g oritmo, bem como são a n a l i s a d o s  os c o m p o r t a m e n t o s  de 
t e m p o  e e s p a ç o  do mesmo.
De um m o d o  geral, o i n t e r e s s e  pe l o  a l g o r i t m o  é i n e r e n t e  ao 
e s t u d o  do p r o b l e m a .  Contudo, este conceito, s o m e n t e  foi 
f u n d a m e n t a d o  nas p r i m e i r a s  d é c a d a s  do s é c u l o  corrente, a t r a v é s  da 
f o r m a l i z a ç ã o  de uma c o m p u t a ç ã o .  Isto p o s s i b i l i t o u  d e m o n s t r a r  a 
e x i s t ê n c i a  de p r o b l e m a s  a l g o r í t m i c o s  que não p o d e m  ser 
r e solvidos. Com isso a b r i u - s e  um n o v o  c a m p o  de i n teresses, que 
c o n s i s t e  em i d e n t i f i c a r  e c l a s s i f i c a r  os p r o blemas, s e g u n d o  a 
e x i s t ê n c i a  ou não de a l g o r i t m o s  para res o l v ê - l o s .
D e s e n v o l v e u - s e ,  e n t ã o  um e n o r m e  n ú m e r o  de a p l i c a ç õ e s  de 
i n t e r e s s e  p r á t i c o  que d e p e n d e m  de r e s u l t a d o s  r e a i s  o b t i d o s  
a t r a v é s  d e s s e s  a l g o r i t m o s .  Como c o n s e q u ê n c i a  natural, d e i x o u  de 
ser o b a s t a n t e  a s s i n a l a r  a p e n a s  a e x i s t ê n c i a  ou não de a l g u m  
a l g o r i t m o  que r e s o l v a  um dado probl e m a .  T o r n o u - s e  n e c e s s á r i o  
t a m b é m  impor que o t e m p o  e e s p a ç o  c o n s u m i d o s  pela m á q u i n a  pa r a  a 
i m p l e m e n t a ç ã o  do a l g o r i t m o  e s t e j a m  d e n t r o  do limite da prática. 
Por exemplo, r e s o l v e r  o p r o b l e m a  do c a m i n h o  h a m i l t o n i a n o  s e g u n d o  
o c r i t é r i o  das p e r m u t a ç õ e s ,  pa r a  um v a l o r  n = 20 é, do p o n t o  de 
v i sta da a p l i c a ç ã o ,  c o m o  se esse a l g o r i t m o  t a l v e z  não existisse.
De início, os c r i t é r i o s  de m e d i d a  de e f i c i ê n c i a  er a m  em 
geral e m p í r i c o s ,  p r i n c i p a l m e n t e  no que se r e f e r e  à e f i c i ê n c i a  de 
tempo. B a s e a d o  em uma c e r t a  estrat é g i a ,  um a l g o r i t m o  era d e s c r i t o  
e i m p l e m e n t a d o .  Em s e guida, e f e t u a v a - s e  uma a v a l i a ç ã o  p r á t i c a  de 
seu c o m p o r t a m e n t o .  Isto é, um p r o g r a m a  i m p l e m e n t a n d o  o a l g o r i t m o  
era e x e c u t a d o  em um c o m p u t a d o r ,  pa r a  a l g u n s  c o n j u n t o s  de dados 
difere n t e s .  P a r a  ca d a  e x e c u ç ã o  m e d i a - s e  o t e m p o  c o r r e s p o n d e n t e . 
Ao final da e x p e r i ê n c i a  er a m  obtidas, a l g u m a s  c u r v a s  d e s t i n a d a s  a 
a v a l i a r  o c o m p o r t a m e n t o  do algoritmo.
Em geral, e s s e s  er a m  os c r i t é r i o s  u t i l i z a d o s  até
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a p r o x i m a d a m e n t e  a p r i m e i r a  m e t a d e  da d é c a d a  de 60. Se bem que as 
i n f o r m a ç o e s  s e j a m  t a m b é m  úteis, os c r i t é r i o s  m e n c i o n a d o s  não 
p e r m i t e m  medir, r e a l m e n t e ,  o c o m p o r t a m e n t o  do alg o r i t m o .  E por 
v á r i o s  motivos. As c u r v a s  o b t i d a s  t r a d u z e m  a p e n a s  os r e s u l t a d o s  
de m e d i d a s  e m p í r i c a s  p a r a  d a d o s  p a r t i c u l a r e s . Al é m  disso, e s sas 
m e d i d a s  são d e p e n d e n t e s  de uma i m p l e m e n t a ç ã o  p a r t i c u l a r .  E s t e s  
fatos j u s t i f i c a m  a n e c e s s i d a d e  da a d o ç ã o  de a l g u m  p r o c e s s o  que 
seja a n a lítico, p a r a  a v a l i a ç ã o  da e f i c i ê n c i a .
Ao invês de e s c o l h e r  uma m á q u i n a  p a r t i c u l a r ,  em r e l a ç ã o  a 
qual a e f i c i ê n c i a  dos a l g o r i t m o s  s e r i a  avaliada, é c e r t a m e n t e  
ma i s  c o n v e n i e n t e  u t i l i z a r - s e  um m o d e l o  m a t e m á t i c o  de um 
c o m p u t a d o r .  Uma p o s s í v e l  f o r m u l a ç ã o  d e s s e  m o d e l o  é a RAM Crandom 
acess machine}. E s t e  é c o m p o s t o  de uma unidade de entrada, 
unidade de saída, memória e controle/processador
0 f u n c i o n a m e n t o  de uma RAM é s e m e l h a n t e  ao f u n c i o n a m e n t o  de 
um c o m p u t a d o r  h i p o t é t i c o  elementar. 0 p r o c e s s a d o r  d i p õ e  de 
intruções que p o d e m  ser execut a d a s .  A m e m ó r i a  a r m a z e n a  os dados e 
o programa.. Es t e  ú l t i m o  c o n s i s t e  de um c o n j u n t o  de i n t r u ç õ e s  que 
i m p l e m e n t a  o a l g o r i t m o .  Cada i n s t r u ç ã o  I do m o d e l o  possui um 
tempo de execução t (I ) . A s s i m  sendo, se para a e x e c u ç ã o  de um 
p r o g r a m a  P, p a r a  c e r t a  e n t r a d a  fixa, são p r o c e s s a d a s  r
1
i n s t r u ç õ e s  do t i p o  I , r i n s t r u ç õ e s  do ti p o  I , r
1 2  2 TH
i n t r u ç õ e s  do t i p o  I , e n t ã o  o tempo de execução do p r o g r a m a  P é
Ttím
da d o  por J! r.-t(I.) . 
j = * J J
I n t r o d u z - s e  a s e g u i n t e  s i m p l i f i c a ç ã o .  S u p õ e - s e  que t ( I ) = 1 
para toda i n s t r u ç ã o  I, isto é, que o t e m p o  de e x e c u ç ã o  de cada 
i n s t r u ç ã o  seja c o n s t a n t e  e igual a 1. C o m  t (I ) = 1,. o v a l o r  do 
t e m p o  de e x e c u ç ã o  de um p r o g r a m a  t o r n a - s e  igual ao n ú m e r o  total
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de i n s t r u ç õ e s  c o m p u t a d a s .  D e n o m i n a - s e  passo de um. algoritmo <x à 
c o m p u t a ç ã o  de uma i n s t r u ç ã o  do p r o g r a m a  P  que o implementa.
A complexidade' local do a l g o r i t m o  a  é o n ú m e r o  total de 
p a s s o s  n e c e s s á r i o s  p a r a  a c o m p u t a ç ã o  c o m p l e t a  de P, pa r a  uma 
c e r t a  e n t a d a  E. A s s i m  sendo, c o n s i d e r a n d o  as s i m p l i f i c a ç õ e s  
i n t r o d u z i d a s ,  a c o m p l e x i d a d e  local do a  é e q u i v a l e n t e  ao seu 
t e m p o  de execução, p a r a  a e n t r a d a  E . 0 i n t e r e s s e  é d e t e r m i n a r  o 
n ú m e r o  total de p a s s o s  acima, pa r a  e n t r a d a s  c o n s i d e r a d a s  
s u f i c i e n t e m e n t e  grandes.
N e s s e  sentido, é i m p o r t a n t e  a v a l i a r  o t a m a n h o  de entrada. 
S u p o n d o  que e s t a  se j a  c o m p o s t a  de n  símbolos, o seu c o m p r i m e n t o  
s e r i a  o s o m a t ó r i o  dos t a m a n h o s  das c o d i f i c a ç õ e s  c o r r e s p o n d e n t e s  
aos n  símbolos, s e g u n d o  o c r i t é r i o  de c o d i f i c a ç ã o  uti l i z a d o .  Para 
s i m p l i f i c a r  a análise, o t a m a n h o  da c o d i f i c a ç ã o  de cada s í m b o l o  
s e r á  c o n s i d e r a d o  con s t a n t e .  Por isso, o t a m a n h o  da e n t r a d a  pode 
ser e x p r e s s o  por um n ú m e r o  p r o p o r c i o n a l  a n, s e n d o  c o n s i d e r a d o  
g r a n d e  qu a n d o  n o f o r .
A a v a l i a ç ã o  da e f i c i ê n c i a  p a r a  p r o b l e m a s  g r a n d e s  é de c e rta 
f o rma a ma i s  importante. A l é m  disso, f a c i l i t a  a m a n i p u l a ç ã o  de 
sua e x p r e s s ã o  ana l í t i c a .  C o n s e q ü e n t e m e n t e ,  s e r i a  t a m b é m  razoável 
a c e i t a r  uma m e d i d a  a n a l í t i c a  que r e f l e t i s s e  um limite s u p e r i o r  
para o n ú m e r o  de passos, em lugar de um c á l c u l o  exato. D e f i n i - s e  
e n t ã o  complexidade ClocalS> assintótica de uma a l g o r i t m o  como 
s e n d o  um limite s u p e r i o r  da sua c o m p l e x i d a d e  local, pa r a  uma 
certa e n t r a d a  s u f i c i e n t e m e n t e  grande. A c o m p l e x i d a d e  a s s i n t ó t i c a  
d e v e  ser e s c r i t a  em r e l a ç ã o  às v á r i a v e i s  que d e s c r e v e m  o t a m a n h o  
da e n t r a d a  do algoritmo.
P a r a  e x p r i m i r  a n a l i t i c a m e n t e  a c o m p l e x i d a d e  a s s i n t ó t i c a  é
c o n v e n i e n t e  u t i l i z a r  a n o t a ç a o  seguinte, d e n o m i n a d a  n o t a ç ã o  ®.
S e j a  /  uma f u n ç a o  real n ã o - n e g a t i v a  da variável i n t e i r a  n  > 0.
D i z - s e  que /  é Gih), d e n o t a n d o - s e -  / = e(?t>, qua n d o  e x i s t i r e m
c o n s t a n t e s  c , n > 0  t a i s  que /<n) < eh, para n  >  n ° o
Por e xemplo, 3n Z + 2n + 5 é ® ( n 2 >, 4nZ+ 2<? + 5n é «>(n2 + <?),
2n + log n + i é ©<n), 231 é ©(1), e a ssim por diante. é fácil
v e r i f i c a r  que &<h+h ) = ) + &(h > e 9<K.h > = ®(?l ) ê ( h  )1 2  1 2 1 2  1 2
ft. , e n t a o  &(h+fo ) = ©<ft. ) Seja k uma con s t a n t e ,  e n t ã o1 Z 1 2  1
©(k.ft.) = k .©(ft,) = ®(ft.) . Q u a n d o  a função / é &(h) d i z - s e  t a m b é m  
que / é da ordem de h.
D e f i n i - s e  complexidade de pior caso (ou s i m p l i s m e n t e  
complexidade} de um a l g o r i t m o  c o m o  o v a l o r  m á x i m o  d e n t r e  t o das as 
suas c o m p l e x i d a d e s  a s s i n t ó t i c a s , para e n t r a d a s  s u f i c i e n t e m e n t e  
g r andes. Ou seja, a c o m p l e x i d a d e  de pi o r  caso t r a d u z  um limite 
s u p e r i o r  do n ú m e r o  de p a s s o s  n e c e s s á r i o s  à c o m p u t a ç ã o  da e n t r a d a  
m a i s  d e s f a v o r á v e l ,  de t a m a n h o  s u f i c i e n t e m e n t e  grande.
A c o m p l e x i d a d e  de um a l g o r i t m o  é sem d ú v i d a  um i n d i c a d o r  
i m p o r t a n t e  p a r a  a a v a l i a ç ã o  da sua e f i c i ê n c i a  de tempo. Mas 
c e r t a m e n t e  t a m b é m  po s s u i  a s p e c t o s  d e s v a n t a j o s o s  e t a m p o u c o  é o 
ú n i c o  i n d i c a d o r  e x i s t e n t e .  A c o m p l e x i d a d e  p r o c u r a  t r a d u z i r  
a n a l i t i c a m e n t e  uma e x p r e s s ã o  da e f i c i ê n c i a  de t empo do pi o r  caso. 
Porém, o p i o r  c a s o  p o d e  c o r r e s p o n d e r  a um n ú m e r o  de p a s s o s  
b a s t a n t e  m a i o r  do que os c a s o s  mais freqüentes. A l é m  disso, a 
e x p r e s s ã o  de c o m p l e x i d a d e  não c o n s i d e r a  as const a n t e s .  E s t e  é um 
o u t r o  fator onde d i s t o r ç õ e s  p o d e m  surgir.
Por analo g i a ,  d e f i n i - s e  a complexidade de melhor caso c o m o  
s e n d o  o v a l o r  m í n i m o  d e n t r e  t o d a s  c o m p l e x i d a d e s  a s s i n t ó t i c a s  do 
alg o r i t m o ,  p a r a  e n t r a d a s  s u f i c i e n t e m e n t e  grandes. Isto é, a
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c o m p l e x i d a d e  de m e l h o r  caso c o r r e s p o n d e  a um lim i t e  s u p e r i o r  do 
n ú m e r o  de p a s s o s  n e c e s s á r i o s  à c o m p u t a ç ã o  da e n t r a d a  ma i s  
favorável, de t a m a n h o  s u f i c i e n t m e n t e e  grande. A n a l o g a m e n t e  ao 
pior caso, e s t e  no v o  i n d i c a d o r  d e v e  ser e x p r e s s o  em função do 
t a m a n h o  da entrada.
A n o t a ç ã o  e  é útil no e s t u d o  de c o m p l e x i d a d e  do m e l h o r  caso. 
Se j a  / uma f u n ç ã o  real não n e g a t i v a  da va r i á v e l  i n t e i r a  n > 0. 
E n tão / = e(ft) s i g n i f i c a  que e x i s t e m  c o n s t a n t e s  c, n > 0, taisO
que / ( n >  > ch, pa r a  n >  n^ . Por exemplo, 2n 3 + 5n  é e ( n 2 >.
Seja P  um p r o b l e m a  a l g o r í t m i c o ,  cuja e n t r a d a  p o s s u i  t a m a n h o  
n > 0 e g uma f u n ç ã o  real p o s i t i v a  da var i á v e l  n. D i z - s e  que B(.g) 
é um limite inferior de P q u a n d o  q u a l q u e r  a l g o r i t m o  a que r e s o l v a  
P  r e q u e r e r  p e l o  m e n o s  ©(#) passos. Isto é, se ®(/) for a
c o m p l e x i d a d e  (pior caso) de cx e n t ã o  g é «(/). Por exemplo, se
2 w © < n  ) for um li m i t e  i n f e r i o r  p a r a  P não p o d e r á  e x i s t i r  a l g o r i t m o
que o r e s o l v a  em ®( n >  passos. Um a l g o r i t m o  a. que p o s s u a
o
c o m p l e x i d a d e  ®( # )  é d e n o m i n a d o  ótimo e, n e s t e  caso, g é um limite
inferior máximo de P. O b s e r v e  que a  é o a l g o r i t m o  deo
c o m p l e x i d a d e  m a i s  b a i x a  d e n t r e  t o d o s  os que r e s o l v e m  P. Es t e  n o v o  
i n d i c a d o r  é o b v i a m e n t e  i m p o r t a n t e  e, f r e q ü e n t e m e n t e ,  de difícil 
d e t e r m i n a ç ã o ,  é t a m b é m  ma i s  geral que os a n t e r i o r e s ,  pois é 
r e l a t i v o  ao p r o b l e m a  e não a a l g u m a  s o l u ç ã o  e s p e c í f i c a .
Co m o  exemplo, c o n s i d e r e  o problema, de ordenauçdLo. Dada uma 
s e q ü ê n c i a  S de números, o o b j e t i v o  c o n s i s t e  em d i s p ô - l o s  em o r dem 
n ã o - c r e s c e n t e . S e j a m  s. e s. e  S. Se s < s e s  s u c e d e  s em S,
<• J X. J L j
e n t ã o  d i z - s e  que o par s., s forma uma inversão. Por exemplo, a
i j
s e q ü ê n c i a  6 8 5 7 a p r e s e n t a  du a s  i n v e r s õ e s  6 8 e 5 7. A s e q ü ê n c i a
e s t a r á  o r d e n a d a  e x a t a m e n t e  q u a n d o  não a p r e s e n t a r  inversões. Seja
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s., s. uma inversão. Se s. , s. i n t e r c a m b i a r e m  p o s i ç õ e s  em S,u J •* J
e n t ã o  s., s. o b v i a m e n t e  d e i x a  de ser inversão. E s t a  t r oca de•* J
p o s i ç õ e s  p o d e  t a m b é m  c r i a r  ou e l i m i n a r  o u t r a s  inversões. Contudo, 
o n ú m e r o  total das i n v e r s õ e s  e l i m i n a d a s  é m a i o r  do que o das 
c riadas. E s s a s  o b s e r v a ç õ e s  c o n d u z e m  ao s e g u i n t e  a l g o r i t m o  de 
o r d e n a ç ã o .
Algoritmo: O r d e n a ç ã o  de uma s e q ü ê n c i a
dados: seqüência: s„ , s„ , . , s4 2' n
enquanto e x i s t i r  uma i n v e r s ã o  s., s. façav' j
t r o c a r  de p o s i ç ã o  s. com s.i J
O b s e r v e  que o a l g o r i t m o  a p r e s e n t a  b a s i c a m e n t e  duas 
o p e r a ç õ e s :  ( i) a i d e n t i f i c a ç ã o  de uma i n v e r s ã o  s^, s. e (ii) a 
c o r r e s p o n d e n t e  t r o c a  de p o s i ç õ e s  se si com s _  Seja i o n ú m e r o  
total de i n v e r s õ e s  de S. A o p e r a ç ã o  (ii) pode s e r  r e a l i z a d a  
o b v i a m e n t e  em t e m p o  con s t a n t e ,  logo r e q u e r  © ( i ) p a s s o s  no total. 
A o p e r a ç ã o  (i) p o d e  ser realizada, sem d i f i c u l d a d e  em ©  (n ) p a s s o s  
p or inversão. P a r a  tal, b a s t a  p e r c o r r e r  S da e s q u e r d a  para a 
d ireita, c o m p a r a n d o  c a d a  n ú m e r o  da s e q ü ê n c i a  como seu a n t e c e s s o r .  
P o r t a n t o ,  p a r a  i n d e n t i f i c a r  t o das as i n v e r s õ e s  do p r o c e s s o  o 
a l g o r i t m o  de o r d e n a ç ã o  r e q u e r  t empo © (n ! ) . A leitura dos d a dos é 
r e a l i z a d a  em t e m p o  © ( n ) .  Logo, sua c o m p l e x i d a d e  a s s i n t ó t i c a  é 
©(n! + n). As c o m p l e x i d a d e s  de pior e m e l h o r  c a s o  p o d e m  ser 
c a l c u l a d a s  a t r a v é s  da a t r i b u i ç ã o  de v a l o r e s  e s p e c í f i c o s  a i .  0 
v a l o r  m á x i m o  do n ú m e r o  de i n v e r s õ e s  i c o r r e s p o n d e  ao ca s o  em que 
a s e q ü ê n c i a  de e n t r a d a  S se e n c o n t r a  em o r dem d e c r e s c e n t e .  
P o r t anto, i ^  = ^ ( ^ - 1 ) / 2 . 0 valor m í n i m o  de i o c o r r e  quando S já
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se e n c o n t r a  o r d e n a d a .  Isto é, i , = 0 .  Logo, as c o m p l e x i d a d e s  dm m e
3p i o r  e m e l h o r  ca s o  são ©  (n ) e ©(n.), r e s p e c t i v a m e n t e .
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2.8. - P r o b l e m a s  N P - c o m p l e t o  (C713)
2.8.1. - Int r o d u ç ã o
C o n s i d e r e  o p r o b l e m a  de a v a l i a r  s a t i s f a t o r i a m e n t e  a 
e f i c i ê n c i a  de a l g o r i t m o s .  Na s e ç ã o  2.7., foi r e s s a l t a d a  a 
c o n v e n i ê n c i a  de u t i l i z a r  a c o m p l e x i d a d e  como m e d i d a  de 
e f i c i ê n c i a .  Contudo, uma vez de p o s s e  d e s s a  c o m p l e x i d a d e  de que 
f o rma r e c o n h e c e r  se o a l g o r i t m o  é ou não e f i c i e n t e ?
0 c r i t é r i o  a s e g u i r  p r o c u r a  r e s p o n d e r  a es t a  no v a  q u e s t ã o ?  
Um algoritmo é eficiente precisamente quando a sua complexidade 
for um polinómio no tamanho de sua entrada. Es t a  c l a s s i f i c a ç ã o  é 
a c e i t á v e l  pa r a  a g r a n d e  m a i o r i a  dos casos.
C o n s i d e r e  a c o l e ç ã o  de t o d o s  os a l g o r i t m o s  que r e s o l v e m  um 
c e r t o  p r o b l e m a  P. 0 i n t e r e s s e  é c o n h e c e r  se n e s s a  c o l e ç ã o  e x i s t e  
a l g u m  que seja e f i ciente, isto é, de c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l .  Se 
e x i s t i r  tal alg o r i t m o ,  o p r o b l e m a  P, será d e n o m i n a d o  tratável , e 
intratável ca s o  c o n trário.
De a c o r d o  com a def i n i ç ã o ,  um p r o b l e m a  s e ria c l a s s i f i c a d o  
co m o  t r a t á v e l ,  q u a n d o  e l a b o r a - s e  a l g u m  a l g o r i t m o  de c o m p l e x i d a d e  
p o l i n o m i a l ,  que o resolva. Por o u t r o  lado, p a r a  v e r i f i c a r  que é 
i n t r a t á v e l ,  há n e c e s s i d a d e  de p r o v a r  que to d o  pos s í v e l  a l g o r i t m o  
que o r e s o l v a  não po s s u i  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l .
2.8.2. - P r o b l e m a s  de D e c i s ã o
R e s o l v e r  um p r o b l e m a  a l g o r í t m i c o  c o n s i s t e  em d e s e n v o l v e r  um 
algor i m o ,  cu j a  e n t r a d a  são d a d o s  e s p e c í f i c o s  r e t i r a d o s  d e sse
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c o n j u n t o  e cu j a  saída, d e n o m i n a d a  s o i ^ ç a o ,  r e s p o n d a  ao o b j e t i v o  
do problema. Os d a d o s  e s p e c í f i c o s  que c o n s t i t u e m  uma e n t r a d a  
formam uma instância do problema.. Isto é, um p r o b l e m a  possui 
t a n t a s  i n s t â n c i a s  d i f e r e n t e s  quan t a s  são as v a r i a ç õ e s  p o s s í v e i s  
de seus d a d o s .
S u p õ e - s e  que cada i n s t â n c i a  do p r o b l e m a  seja a p r e s e n t a d a  ao 
algoritmo, s e g u n d o  uma c o d i f i c a ç a o  c o n v e niente. 0 c o m p r i m e n t o  
total d e s s a  c o d i f i c a ç ã o  c o n s t i t u i  o tamanho de e n t r a d a  do 
algoritmo. N a t u r a l m e n t e ,  e s t e  p a r â m e t r o  é importante, pois é em 
r e l a ç ã o  a e l e  que são t o m a d a s  as m e d i d a s  de c o m plexidade.
Há c e r t a s  c l a s s e s  g e r a i s  de p r o b l e m a s  a l g o r í t m i c o s .  Por 
exemplo, e x i s t e m  os Problemas de Decisão, os de Localização e os 
de Otimização. Num p r o b l e m a  de decisão, o o b j e t i v o  c o n s i s t e  em 
d e c i d i r  a r e s p o s t a  SIM ou NSO a uma questão <?. Num p r o b l e m a  de 
localização, o o b j e t i v o  é l o c a l i z a r  uma c e r t a  e s t r u t u r a  V  que 
s a t i s f a ç a  um c o n j u n t o  de p r o p r i e d a d e s  dadas. Se as p r o p r i e d a d e s  q 
que V  d e v e  s a t i s f a z e r  e n v o l v e r e m  c r i t é r i o s  C  de o t i m i z a ç ã o ,  e n tão 
o p r o b l e m a  t o r n a - s e  de o t i m i z a ç ã o .  O b s e r v e  que é possível 
f o r m u l a r  um p r o b l e m a  de d e c i s ã o  cujo o b j e t i v o  é i n d a g a r  se e x i s t e  
ou não a m e n c i o n a d a  e s t r u t u r a  V, s a t i s f a z e n d o  às p r o p r i e d a d e s  
dadas. Isto é, e x i s t e m  p r o b l e m a s ,  que p o dem ser associados , de 
decisão, de l o c a l i z a ç ã o  e de otimização.
PROBLEMA DE DECISXO 
Existe estrutura V que 
satisfaça propriedades q
PROBLEMA DE LOCALIZAÇÃO
Encontrar estrutura V que 
satisfaça, propriedade q
PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO
Encontrar estrutura V que 
satisfaça critérios de ot imizaçcto
Co m o  exemplo, c o n s i d e r e  o p r o b l e m a  do máximo conjunto 
independente. Por e x e m p l o  no g r a f o  da figura abaixo, um c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  m a x imal é, por exemplo, a e ©, e n q u a n t o  que um 
m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  ê b, e e d.
CL b
T <cO = <b, d>
T<b> = <a, c>
T<c> = <b, d, e>
T<d> = «x, c>
T<e> = <c>
c
F i g u r a  S . 10. G r a f o  p a r a  e x e m p l o  de p r o b l e m a s  a s s o c i a d o s  (decisão, 
l o c a l i z a ç ã o  e o t i m i z a ç ã o )  do m á x . c o n j . i n d e p .
Os s e g u i n t e s  p r o b l e m a s  p o d e m  ser a s s o c i a d o s  
P R O B L E M A  DE D E C I S S O
Dados: Um g r a f o  <G e um i n t e i r o  k > 0
Objetivo: V e r i f i c a r  se G  possui um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
maximal V  de c a r d i n a l i d a d e  í k.
P R O B L E M A  DE L O C A L I Z A C S O
Dados: Um g r a f o  G  e um i n t e i r o  k > 0
Objetivo: Localizar, em G, um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
maximal V, de cardinal i d ade ^ k.
P R O B L E M A  DE O T I M I Z A Ç Ã O
Dados: Um g r a f o  G  e um i n t e i r o  k > 0
Objetivo: V e r i ficar, em G, S e e x i s t e  um c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal V  de c a r d i n a l i d a d e  ^  k e que
£
seja o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  V  , (W = W )
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Os três p r o b l e m a s  a s s o c i a d o s ,  acima, e s tão r e l a c i o n a d o s .  
S u p o n h a  que o Problema, de Otimização s e j a  r e s o l v i d o  e o m á x i m o
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  e n c o n t r a d o  seja d e n o m i n a d o  por V*. E n t ã o  V *  
p o d e  ser u t i l i z a d o  pa r a  r e s o l v e r  o Problema, de Localização 
ass o c i a d o ,  da s e g u i n t e  maneira: S e j a  t a c a r d i n a l i d a d e  do 
c o n j u n t o  W  E n t a o  se t — k, V  é t a m b é m  uma s o l u ç ã o  para o 
Problema, de Lacalização. C a s o  contrário, se t > k, não ex i s t e  em 
um m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  de ca r d i n a l  idade < k. 
O b v i a m e n t e ,  isto r e s o l v e  t a m b é m  o Problema de Decisão associado. 
Entao, pa r a  o c a s o  do m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e ,  o Problema de 
Decisão é de d i f i c u l d a d e  não m a i o r  do que o de Localização , e 
e s t e  de d i f i c u l d a d e  não m a i o r  do que o de Otimização . Aliás, é 
n a t u r a l  a s s i m  que o seja. C o n t u d o  é b a s t a n t e  m enos i n t u i t i v o  que, 
t a m b é m  em d i v e r s o s  casos, os p r o b l e m a s  de o t i m i z a ç ã o  e 
l o c a l i z a ç ã o  a p r e s e n t a m  a m b o s  d i f i c u l d a d e s  não m a i o r  do que o da 
d e c i s ã o  a s s o c i a d a .
Os p r o b l e m a s ,  aqui em discusão, s erão t odos de d ecisão. Uma 
j u s t i f i c a t i v a  p a r a  e s t a  e s c o l h a  é que, em geral, o p r o b l e m a  de 
d e c i s ã o  é o m a i s  s i m p l e s  e n t r e  os três a s s o c i a d o s .  Por isso, 
a l g u m a  p r o v a  de sua p o s s í v e l  i n s t a b i l i d a d e  p o d e  ser e s t e n d i d a  aos 
o u r o s  c a s o s .
A n o t a ç a o  *(D, Q) se r á  u t i l i z a d a  pa r a  r e p r e s e n t a r  um 
p r o b l e m a  de d e c i s ã o  * . D  r e p r e s e n t a  o c o n j u n t o  de d a d o s  e Q  a 
q u e s t ã o  (decisão) c o r r e s p o n d e n t e .  Q u a n d o  c o n v e n i e n t e ,  u t i l i z a - s e  
* (I ) p a r a  d e n o t a r  o p r o b l e m a  * ( D , Q)  a p l i c a d o  à i n s t â n c i a !  e  D  .
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2.8.3. - A c 1 a s s e  P
Um a l g o r i t m o  e f i e n t e  é a q u e l e  cuja c o m p l e x i d a d e  é uma função 
p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  dos d a d o s  de entrada. O b s e r v e  que para um
p r o b l e m a  de decisão, o t a m a n h o  da s a í d a  é c o n s t a n t e ,  o que 
p o s s i b i l i t a  ignorá-lo. Por exemplo, se n for o t a m a n h o  de 
entrada, a l g o r i t m o s  c u j a s  c o m p l e x i d a d e s  s e j a m  ® ( 1 ) ,  ®  (n ) ,
2 IO®  m  logrc) ou ® ( n  ), s e r i a m  todos c l a s s i f i c a d o s  co m o  e f i c i e n t e s .  
Por o u t r o  lado, c o m p l e x i d a d e s  como, por e x e m p l o  ® ( 2 n ) ou ifn i ) ,  
®<expín>) c o r r e s p o n d e r i a m  a a l g o r i t m o s  não efici e n t e s .
Um a l g o r i t m o  será d e n o m i n a d o  polinomial CexponencialJ quando 
sua c o m p l e x i d a d e  for uma funcão p o l i n o m i a l  ( e x p o n e n c i a l )  no 
t a m a n h o  dos d a d o s  de entrada.
A a d o ç ã o  do c r i t é r i o  acima de c l a s s i f i c a ç ã o  de a l g o r i t m o s  
q u a n t o  a sua e f i c i ê n c i a  foi t a m b é m  m o t i v a d a  por o u t r o s  fatores. 
Por exemplo, as e x p r e s s õ e s  de c o m p l e x i d a d e  dos a l g o r i t m o s  
p o l i n o m i a i s  são f r e q ü e n t e m e n t e  p o l i n ó m i o s  de b a i x o  grau. Um o u t r o  
a r g u m e n t o  diz r e s p e i t o  ao mo d e l o  de c o m p u t a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  à 
m e d i d a  de c o m p l e x i d a d e .  Como foi o b s ervado, na s e c ã o  2.7. a idéia 
de passo de um a l g o r i t m o  é fundamental pa r a  a c o n c e i t u a ç ã o  de sua 
c o m p l e x i d a d e .  E es t a  idéia está r e l a c i o n a d a  ao modelo de 
computação uti l i z a d o .  E x i s t e m  a l g u n s  m o d e l o s  que p o d e m  ser 
c o n s i d e r a d o s  c o m o  a b s t r a ç õ e s  dos c o m p u t a d o r e s  r e ais (como o RAM). 
E n t r e  esses, em geral, é p r e s e r v a d o  o c a r á t e r  p o l i n o m i a l  de 
a l g o r i t m o s .  Isto é, um a l g o r i t m o  p o l i n o m i a l  s e g u n d o  um c e r t o  
modelo, p e r m a n e c e r i a  p o l i n o m i a l  qu a n d o  t r a d u z i d o  p a r a  um outro. 
A s s i m  sendo, o c o n c e i t o  de e f i c i ê n c i a  s e r i a  i n d e p e n d e n t e  do 
m o d e l o  de c o m p u t a ç ã o  adotado.
D e f i n e - s e  a c l a s s e  P  de p r o b l e m a s  de decisão, c o m o  s e n d o  
a q u e l a  que c o m p r e e n d e  p r e c i s a m e n t e  a q u e l e s  p r o b l e m a s  que 
a d m i t e m  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a i s  pa r a  r e s o l v ê - l o s .




p r o b l e m a  * f o rem t o d o s  e x p o n e n c i a i s  n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  * & P. Se 
de fato ti & P  e n t ã o  de v ê  e x i s t i r  a l g u m a  prova de que todo 
p o s s í v e l  a l g o r i t m o  pa r a  r e s o l v r *  não é polin o m i a l .  Por exemplo, 
os a l g o r i t m o s  c o n h e c i d o s  até a g o r a  p a r a  o p r o b l e m a  do m á x i m o  
conjunto independente, sao t odos e x p o n e n c i a i s .  C o n t u d o  não é 
c o n h e c i d a  p r o v a  de que seja i m p o ssível a f o r m u l a ç ã o  de a l g o r i t m o  
p o l i n o m i a l  p a r a  o problema. Isto é, se d e s c o n h e c e  se o problema, 
máximo conjunto independente p e r t e n c e  ou não a P.
E . 8.4. - A c l a s s e  NP
C o n s i d e r e  um p r o b l e m a  de d e c i s ã o  * . Se * for solúvel a t r a v é s  
da a p l i c a ç ã o  de a l g u m  processo, e n t ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  e x i s t e  uma 
justificativa, p a r a  a s o l u ç ã o  de *. E s t a  j u s t i f i c a t i v a  po d e  ser 
r e p r e s e n t a d a  por um d e t e r m i n a d o  c o n j u n t o  de argume n t o s ,  os quais, 
q u a n d o  i n t e r p r e t a d o s  c o n v e n i e n t e m e n t e ,  p o d e m  a t e s t a r  a v e r a c i d a d e  
da r e s p o s t a  SIM ou NSO dada ao problema.
C o n s i d e r e  o p r o b l e m a  facçQo , on d e  o o b j e t i v o  é decidir, se 
um d a d o  g r a f o  <£ c o n t é m  uma facção de t a m a n h o  ^  k, on d e  k > 0 é um 
in t e i r o  dado. Uma j u s t i f i c a t i v a  pa r a  a r e s p o s t a  S I M  po d e  ser 
o b t i d a  e x i b i n d o - s e  uma fac ç ã o  P  de t a m a n h o  5: k. E f e t u a - s e  e ntão 
uma v e r i f i c a ç ã o  p a r a  r e c o n h e c e r  ( i ) que P  de fato é uma facção 
(ou seja, t o d o  par de v é r t i c e s  de P  é a d j a c e n t e  em G )  e (ii) que 
JPj ^ k. Uma j u s t i f i c a t i v a  pa r a  a r e s p o s t a  NSO pode c o n s i s t i r  de 
uma lista de t o d a s  as f a c ç õ e s  de <£. E f e t u a m o s  e n t ã o  uma 
v e r i f i c a ç ã o  pa r a  c o n f i r m a r  que a lista de fato está c o m p l e t a  e 
que o t a m a n h o  de ca d a  facção é < k .
O b s e r v e  que o p r o c e s s o  a c i m a  de j u s t i f i c a r  r e s p o s t a s  a
p r o b l e m a s  de d e c i s ã o  se co m p õ e  de duas fases d i s t i n t a s :
FA S E  1: E X I B I Ç 2 0
C o n s i s t e  em ex i b i r  a j u s t i f i c a t i v a .
F A S E  E: R E C O N H E C I M E N T O
C o n s i s t e  em v e r i f i c a r  que a j u s t i f i c a t i v a  
a p r e s e n t a d a  (no p a s s o  de exibição) é, de fato, s a t i s f a t ó r i a .
S e j a  n o v a m e n t e ,  o p r o b l e m a  do máximo conjunto independente 
par a  o g r a f o  da Fig. 2.10. com k ^  3, c u j a  s o l u ç ã o  é SIM. Na 
j u s t i f i c a t i v a ,  o p a s s o  de e x i b i ç ã o  c o n s i s t e  da s e q ü ê n c i a  ^  de 
v é r t i c e s  a, d e e. 0 p asso de r e c o n h e c i m e n t o  c o n s i s t e  em 
v e r i f i c a r  se W  é de fato um dos m á x i m o  c o n j u n t o  i n d ependente. 
C o n f o r m e  visto, o p r o c e s s o  de r e c o n h e c i m e n t o  é simples. B asta 
t e s t a r  se: ( i) V  é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  m a x imal (ou seja, V  
n  r  ( V ) = 0  e V  U  r (V ) = W.) e (H) v e r i f i c a r  se V  é o maior. 0 
a l g o r i t m o  c o r r e s p o n d e n t e  ao p r o c e s s o  é f a c i l m e n t e  i m p 1ement á v e l  
em t e m p o  p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  do grafo.
R e t o r n e  a g o r a  ao p r o b l e m a  do máximo conjunto independente 
par a  o g r a f o  da Fig. 2.10. com k í  2, cu j a  s o l u ç ã o  é N S O . 0 p a s s o  
de e x i b i ç ã o  da j u s t i f i c a t i v a  é o c o n j u n t o  das 2 s e q ü ê n c i a s :  Ca, 
c, a, e), c o n f o r m e  indicado. 0 p a sso de r e c o n h e c i m e n t o  c o n s i s t e  
em c o m p r o v a r  que ( £) cada s e q ü ê n c i a  de v é r t i c e s  é um c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal e (££) todo c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal 
p o s s u i  c a r d i n a l i d a d e  < k. 0 a l g o r i t m o  de r e c o n h e c i m e n t o  não é tão 
s i m p l e s  qu a n t o  a q u e l e  da j u s t i f i c a t i v a  SIM. A o p e r a ç ã o  ( i) deve 
ser r e a l i z a d a  pa r a  cada. c o n j u n t o  e x i b i d o  (ao' c o n t r á r i o  do caso 
a n t e r i o r  que r e q u e r i a  v e r i f i c a ç õ e s  s o b r e  um único). Para 
c o m p r o v a r  (££) uma idéia seria e n u m e r a r  todos os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  do g rafo <E. Co m o  o n ú m e r o  total de
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c o n j u n t o s  pode ser e x p o n e n c i a l  com o t a m a n h o  de <B, es s e  a l g o r i t m o  
é de n a t u r e z a  e x p o n e n c i a l . Até o momento, é d e s c o n h e c i d o  se 
e x i s t e  a l gum p r o c e s s o  p a r a  j u s t i f i c a r  a r e s p o s t a  N20, ao máximo 
conjunto intiepend&nte, tal que o p a s s o  de r e c o n h e c i m e n t o  
c o r r e s p o n d a  a um a l g o r i t m o  polinomial.
D e f i n e—se e n t a o  a c l a s e  NP como s e ndo a q u e l a  que c o m p r e e n d e  
t odos os p r o b l e m a s  de d e c i s ã o  ^ , tais que e x i s t e  uma 
j u s t i f i c a t i v a  à r e s p o s t a  SIM pa r a  * , cu j o  p a s s o  de r e c o n h e c i m e n t o  
po d e  ser r e a l i z a d o  por um a l g o r i t m o  pol i n o m i a l  no t a m a n h o  da 
e n t r a d a  de * .
R e s s a l t e - s e  na d e f i n i ç ã o  de c l a s s e  NP, que não se e x i g e  uma 
s o l u ç ã o  p o l i n o m i a l  p a r a  n . Além disso, para e x i s t i r  a l g o r i t m o  de 
r e c o n h e c i m e n t o  p o l i n o m i a l  é n e c e s s á r i o  (mas não s u f i c i e n t e )  que o 
tamanho da justificativa., dada pe l o  p a s s o  de exibição, seja 
p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  da e n t r a d a  do problema. A i n d a  em r e l a ç ã o  à 
d e f i n i ç ã o  de NP, o b s e r v e  que nada se e x i g e  da j u s t i f i c a t i v a  N 2 0 . 
De fato, há p r o b l e m a s  de NP que a d m i t e m  a l g o r i t m o s  p o l i n o m i a i s  
p a r a  suas j u s t i f i c a t i v a s  N 2 0 . Co m o  há t a m b é m  a q u e l e s  p a r a  os 
quais tais a l g o r i t m o s  não são c o nhecidos,
Os e x e m p l o s  de p r o b l e m a s  p e r t e n c e n t e s  à c l a s s e  NP são 
inúmeros. A j u s t i f i c a t i v a  SIM da d a  ao Ciclo Ham.iltonia.no possui 
co m o  p a s s o  de r e c o n h e c i m e n t o  um a l g o r i t m o  p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  
da e n t r a d a  do grafo. Logo, Ciclo Hami ltonia.no p e r t e n c e  a NP.
Para v e r i f i c a r  se um p r o b l e m a  * p e r t e n c e  ou não a NP 
p r o c e d e - s e  da s e g u i n t e  maneira:
(1) D e f i n e - s e  uma j u s t i f i c a t i v a  J c o n v e n i e n t e  para a 
r e s p o s t a  SIM ao problema;
(2) E l a b o r a - s e  um a l g o r i t m o  para r e c o n h e c e r  se J está
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correta. A e n t r a d a  d e s s e  a l g o r i t m o  c o n s i s t e  de J e da 
e n t r a d a  de * .
Se o a l g o r i t m o  r e s u l t a n t e  do p a s s o  (2) for p o l i n o m i a l  no 
t a m a n h o  da e n t r a d a  de n, e n t ã o  ?t p e r t e n c e  a NP. 0 c a s o  con t r á r i o ,  
n a t u r a l m e n t e ,  não i m p l i c a  n e c e s s a r i a m e n t e  em não p e r t i n ê n c i a  a 
NP .
M o s t r a - s e  abaixo, que os p r o b l e m a s  Conjunto Independente 
maximal e Cobertura, de Vértices p e r t e n c e m  a NP.
P R O B L E M A : C o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal
Dados: Um g r a f o  <D<^, A )  e um um i n t e i r o  k > 0
Decisão: <D p o s s u i  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal, de 
t a m a n h o  >  k?
J U S T I F I C A T I V A :  Sim
(1) Exibi ç ã o :  0 g r a f o  <D e um s u b c o n j u n t o  de v é r t i c e s  V  £
(2) A l g o r i t m o  de r e c o n h e c i m e n t o :  E x a m i n a - s e  c a d a  lista de 
a d j a c ê n c i a  r(x. ), x. e  V  , p a r a  v e r i f i c a r  se todo x. e  r  < x. ) é tal
t t J V
que x £  V  . Se j a  a g o r a  k ' = \y\ Ê i m e d i a t o  c o n c l u i r  que a 
j u s t i f i c a t i v a  está c o r r e t a  se e só se e s s a s  v e r i f i c a ç õ e s  f o rem 
t o d a s  s a t i s f e i t a s ,  e al é m  disso, k' >  k.
C O N C L U S S O : 0 a l g o r i t m o  (2) é p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  dos d a dos 
do C O N J U N T O  I N D E P E N D E N T E  MAXIMAL. Logo, p e r t e n c e  a NP.
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P R O B L E M A : C o b e r t u r a  de v é r t i c e s
Dados: Um g r a f o  <£(^, A )  e um um i n t e i r o  k > 0
Decisão: <G possui uma c o b e r t u r a  de vértices, de t a m a n h o  <  k? 
J U S T I F I C A T I V A :  Sim
(1) E x i b i ç ã o .  0 g r a f o  <& e um s u b c o n j u n t o  de v é r t i c e s  £  SR.
(2) A l g o r i t m o  de r e c o n h e c i m e n t o :  E x a m i n a - s e  c a d a  a r e s t a
<k, Xj) s  2K com o i n t u i t o  de v e r i f i c a r  se xL ou x^ «  V. Seja 
a g o r a  k' = jV j é i m e d i a t o  c o n c l u i r  que a j u s t i f i c a t i v a  está 
c o r r e t a  se e só se as v e r i f i c a ç õ e s  forem t o d a s  s a t i s f e i t a s ,  e 
al é m  disso, k ' í  k .
C O N C L U S S O : 0 a l g o r i t m o  (2) é p o l i n o m i a l  no t a m a n h o  dos dados 
da C O B E R T U R A  DE VÉRTICES. Logo, p e r t e n c e  a NP.
E x i s t e m  t a m b é m  d i v e r s o s  p r o b l e m a s  para os quais se 
d e s c o n h e c e  sua p e r t i n ê n c i a  ou não a es s a  classe. Um e x e m p l o  é a 
Máxima Facção abaixo.
P R O B L E M A : M á x i m a  facção
Dados: Um g r a f o  G  OR, A )  e um um i n t e i r o  k > 0
Decisão: A facção de t a m a n h o  m á x i m o  de 6  po s s u i  k v é r t i c e s ?
Uma m a n e i r a  de j u s t i f i c a r  uma r e s p o s t a  SIM ao p r o b l e m a  a c ima 
p o d e  ser a s s i m  descrita. No p asso de e x i b i ç ã o  a p r e s e n t a - s e  uma 
fa m í l i a  & de c o n j u n t o s  c o n t e n d o  t o das as f a c ç õ e s  m a x i m a i s  de ©. 
No p a s s o  de r e c o n h e c i m e n t o ,  c o m p r o v a - s e  que & contém, de fato, 
t o d a s  as f a c ç õ e s  m a x i m a i s  de <B. Seja k' o t a m a n h o  da m a i o r  facção 
de &. O b v i a m e n t e ,  a j u s t i f i c a t i v a  está c o r r e t a  se e só se k = k '. 
C o m o  o t a m a n h o  de 3* po d e  ser e x p o n e n c i a l  qu a n t o  ao t a m a n h o  de G, 
e s s e  a l g o r i t m o  é t a m b é m  e x p o n e n c i a l .  A c o n c l u s ã o  natural é que a 
j u s t i f i c a t i v a  a p r e s e n t a d a  não p e r m i t e  a f i r m a r  que a máxima, facção 
p e r t e n c e  a NP. Isto não exc l u i  a p o s s i b i l i d a d e  de e x i s t i r  alg u m a  
o u t r a  que a s s i m  o permita. Contudo, tal j u s t i f i c a t i v a  não foi 
e n c o n t r a d a  até o omomento, mas t a m b é m  não foi p r o v a d o  que ela não 
p o s s a  existir. C o n s e q ü e n t e m e n t e ,  não é c o n h e c i d o  se fcucçduo máxima. 
p e r t e n c e  ou não a NP. T o d a s  as e v i d ê n c i a s ,  no entanto, c o n d u z e m  a 
c o n j e c t u r a  de que facção máxima. NP.
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CAPÍTULO III
C O N J U N T O S  I N D E P E N D E N T E S  M A X I M A I S
3.1. - C o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s
C o n s i d e r e  um g r a f o  n ã o - d i r e c i o n a d o  <£ = (^, T). Um conjunto
d& vértices independentes W  (ou conjunto internamente estável) é
um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  do g r a f o  <G, para o qual do i s  q u a i s q u e r
v é r t i c e s  d i s t i n t o s  não são a d j a c e n t e s  (V x. , x. e  V ; x. *  x
1 J >■ i
i m p l i c a  x. T ( x i ); ou seja, não há do i s  v é r t i c e s  n e s t e  c o n j u n t o  
l i g a d o s  por uma aresta. Portanto, q u a l q u e r  c o n j u n t o  W  ^  )%. que 
s a t i s f i z e r  a relação:
V  n  r  (V ) = 0 (3.1)
é um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  i n d e p e n d e n t e s .  Para o g r a f o  da Fig .
3.1. p o r  e xemplo, os conjuntos: C x± , ^ , x? 3, í x3 , x., 3, Cx2 , x3 , 
x5 , x? 3, etc. são t o d o s  c o n j u n t o s  de v é r t i c e s  i n d e p e n d e n t e s .  
Q u a n d o  não h o u v e r  d ú v i d a s  a p a l a v r a  " v é r t i c e s "  será s u p r i m i d a  e, 
então, s e r ã o  c h a m a d o s  de c o n j u n t o s  i n dependentes.
Figura 3 .1 Grafo para exemplo de conjunto independente
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3.2. - C o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal
Um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  é di t o  maximal quando não e x i s t i r  
o u t r o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  que o conte n h a .  Assim, um c o n j u n t o  V  
é um conj-unto independente maximal se s a t i s f i z e r :
V  n  T  (V ) = 0
e a l é m  disso
W n r(W) * 0 , V IM 3 V (3.2)
Por isso, no g r a f o  da Fig . 3.1., o c o n j u n t o  Cx2 , x5 , } é um
c o n j u n t o  in d e p e n d e n t e ,  p o r é m  não maximal. Já o c o n j u n t o  Cx x
2 ' 's'
x? , x } é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal. Os c o n j u n t o s  Cx , x
í 7 '
V  ou ^ xi' xe' ^ 5 ®° t a m b é m  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  
do g r a f o  da Fig. 3.1. Existirá, portanto, ma i s  do que um c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal p a r a  um d e t e r m i n a d o  grafo. O b s e r v a - se que o 
n ú m e r o  de e l e m e n t o s  (vértices) de ca d a  um dos v á r i o s  c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  p o d e m  ser dis t i n t o s .
JNot_a: P o d e - s e  d i z e r  t a m b é m  que um c o n j u n t o  V  será i n d e p e n d e n t e  
maximal quando satisf i z e r :
w  n  r ( W ) = 0  e V u r ( V ) = ^
3.3. — Núme r o  de i n d e p e n d ê n c i a  e m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e
Se &  for família dos conjuntos independent es maximais
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e n t ã o  o n ú m e r o
(3.3)
se r á  c h a m a d o  n ú m e r o  áL& ind&p&ndSncia. do g r a f o  ©, e o c o n j u n t o  V *  
do qual é derivado, será c h a m a d o  máximo conjunto independente .
Para o g r a f o  da Fig. 3.1., é a p r e s e n t a d o  na Fig. 3.2., a 
f a m í l i a  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais.
Cx4 , x6 , x4 )
Cx2 , x6 , x5 }
F i g u r a  3.2. C o n j u n t o s  i n d e p . m a x i m a i s  do g r a f o  <B da Fig. 3.1
0 m a i o r  d e s t e s  c o n j u n t o s  possui quatro e l e m e n t o s  e por isso 
«C<£3 = 4. C o n s e q ü e n t e m e n t e ,  o c o n j u n t o  V  = í x2 , x5 , x? , Xg 5 è, a 
má x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e .
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3.4. - F a c ç õ e s  (Su b g r a f o s  c o m p l e t o s  m a x i m a i s )
Um c o n c e i t o  que é o p o s t o  ao de c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maxi m a l  
é o de s u b g r a f o  c o m p l e t o  maximal. Portanto, subgrafo completo 
maximal Cfacçãol de um g r a f o  ©, é um s u b g r a f o  f o r m a d o  p e l o  
c o n j u n t o  ^  de v é r t i c e s  que é c o m p l e t o  e que é maximal no s e n t i d o  
de que q u a l q u e r  o u tro s u b g r a f o  W  de ©  e s t a n d o  c o n t i d o  em V  (isto 
é , !W c  W ) ,  não será completo. Assim, ao c o n t r á r i o  do c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal, on d e  dois v é r t i c e s  não são adjac e n t e s ,  numa 
fa c ç ã o  cada vért ice é adjacent e a t odos os out r o s . É óbvio, 
p o r t anto, que o c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal de um g r a f o  ©  
c o r r e s p o n d e  a uma facção do g r a f o  ©  e vice-v e r s a ,  onde ©  é o 
c o m p l e m e n t a r  de ©.
Para o g r a f o  c o m p l e m e n t a r  G  do g r a f o  O  da F i g u r a  E.ó. do 
Cap. 2, s e ç ã o  2.4., tem-se:
x x x.
K6 °
(a ) G r a f o  © (b) m á x i m a  fa c ç ã o  c o n t i d a  em ©
F i g u r a  3.3. G r a f o  ©  e a m á x i m a  facção de ©
A n a l o g a m e n t e  como na d e f i n i ç ã o  do n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a ,  
r e l a ç ã o  (3.3), p o d e - s e  d e f i n i r  o número facção (densidade) co m o  
s e n d o  o n ú m e r o  m á x i m o  de v é r t i c e s  nu m a  facção.
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3.5. - A l g u m a s  a p l i c a ç õ e s  r e l a c i o n a d a s  com c o n j u n t o s
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s
3.5.1. - I n t r o d u ç ã o
A mod e l a g e m ,  com a u x í l i o  da n o c ã o  de inde p e n d ê n c i a ,  é 
b a s t a n t e  versátil, a p l i c a n d o - s e  a:
( i) p r o b l e m a s  de c o l o r a ç ã o  de v é r t i c e s  em grafos;
( ii) p r o b l e m a s  de a t r i b u i ç ã o  {"matching" ) em grafos;
(iii) g e r a ç ã o  e a l o c a ç ã o  de h o r á r i o s  em e m p r e s a s  e 
i n s t i t u i ç õ e s  de ensino;
( iv) c o m p a t i b i l i d a d e ,  s e m e l h a n ç a ,  c omparação, c o m u n i c a ç ã o .  
N e s t e s  p r o b l e m a s  t r a b a l h a - s e  com o g r a f o  que r e p r e s e n t a  a 
s ituação, ou com seu g r a f o  c o m p l e m e n t a r ,  ou com um g r a f o  
ass o c i a d o ,  c o n s t r u í d o  de forma a r e p r e s e n t a r  conven ient e m e n t e  as 
r e s t r i ç õ e s  do probl e m a .
Na s e q ü ê n c i a  s e r ã o  a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  e x e m p l o s  de p r o b l e m a s  
que p o d e m  ser r e s o l v i d o s  a t r a v é s  da m o d e l a g e m  em g r a f o s  
u t i l i z a n d o - s e  a p r o p r i e d a d e  da i n d e p e n d ê n c i a  m a x i m a l .
3.5.2. - S e l e ç ã o  de p r o j e t o s  (£133)
C o n s i d e r e  n  p r o j e t o s  que d e v e m  ser e x ecutados, e s u p o n h a  que 
cada p r o j e t o  x^  r e q u e i r a  um s u b c o n j u n t o  R ^  Cl, . . . , r}, onde 
Cl, ..., r 3 é um c o n j u n t o  de r r e c u r s o s  d i s p o n í v e i s  para a 
e x e c u s s ã o  d e s t e  projeto. Al é m  disso, s u p o n h a  que ca d a  p r o j e t o  
( f o r n e c i d o  seus r e c u r s o s  n e c e s s á r i o s ) ,  p o s s a  ser e x e c u t a d o  num 
d e t e r m i n a d o  p e r í o d o  de tempo. F o r m e  a g o r a  um g r afo <S, on d e  a cada
v é r t i c e  c o r r e s p o n d e  um projeto, e as a r e s t a s  (k , x.) serão 
a c r e s c e n t a d a s  t odas as v e zes que k  e x^  t i v e r e m  al g u m a
n e c e s s i d a d e  de r e c u r s o s  em comum. Isto é, se R n  R * 0 Umi j
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal de G  r e p r e s e n t a  e n t ã o  um c o n j u n t o  
maximal de p r o j e t o s  que p o d e m  ser e x e c u t a d o s  s i m u l t a n e a m e n t e  
d u r a n t e  um ú n i c o  p e r í o d o  de tempo.
Num s i s t e m a  d i n â m i c o  n o v o s  p r o j e t o s  t o r n a m - s e  n e c e s s á r i o s  
p a r a  e x e c u s s ã o  após d e t e r m i n a d o  p e r í o d o  de t e m p o , tal que a 
f a m í l i a  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  de 6  são e n c o n t r a d o s  
r e p e t i d a m e n t e  de m a n e i r a  a e s c o l h e r  qual c o n j u n t o  maximal de 
p r o j e t o s  de v e  ser e x e c u t a d o  d u r a n t e  o p e r í o d o  corrente.
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3.5.3. - R o t a ç ã o  de t r i p u l a ç õ e s  em uma e m p r e s a  de t r a n s p o r t e  
aéreo. {1631, 171)
N e s t e  problema, a p r e s e n t a d o  por Roy €621, c o n h e c e - s e  o g r afo 
G  = QR, A )  r e p r e s e n t a t  ivo da rede da c o m p a n h i a  e que»—se a l o c a r  
t r i p u l a ç õ e s  de mo d o  a a t e n d e r  a uma s é r i e  de r e s t r i ç õ e s  (local de 
r e s i d ê n c i a ,  t e m p o  de viagem, r e p o u s o  e n t r e  viagens, etc.)j o 
i t i n e r á r i o  de cada t r i p u l a ç ã o  deve c o r r e s p o n d e r  a um c i r c u i t o  no 
qual se c o n s i d e r a  o v é r t i c e  inicial a s s o c i a d o  à c i d a d e  onde 
r e s i d e  a r e s p e c t i v a  tripulação.
0 c o n j u n t o  de c i r c u i t o s  v i á v e i s  é um dado do problema, 
f o r n e c i d o  pelo d e p a r t a m e n t o  p e s soal da c o m panhia. 0 que se 
deseja, é e s c o l h e r  um s u b c o n j u n t o  de c i r c u i t o s  que forme uma 
p a r t i ç ã o  do c o n j u n t o  A  de rotas.
D e f ini-se, então, um g r a f o  £H = (V , IB) no qual y^ c  ^  é um 
c i r c u i t o  viável e (y. , y.) e  ÍB e x i s t e  se os c i r c u i t o s  y. e y.L J j
p o s s u e m  ao m e n o s  uma rota em comum.
A s o l u ç ã o  será, então, dada por um m á x i m o  c o n j u n t o
i n d e p e n d e n t e  IM c  tal que
U a. = A  1.
a. s  W
V




2 8<- Belo Horizonte
»
F i g u r a  3.4. R o tas a é r e a s  possíveis.
Cada ro t a  é r e p r e s e n t a d a  por um arco; s u p o n h a m o s  que os
c i r c u i t o s  v i á v e i s  em rei ação à a l o c a ç ã o de t r i p u l a n t e s
= (1, 2, il) = (4, 9, 3, 10)
S2 = 6, 10) y6 = (5, 3, 10)
^3 = <2. 3, 12) y? (6, 12)
= (3, 10, 5) ye = (7, 5, 8)
0 g r a f o  IH = (V, B>, indicat i vo das r e l a ç õ e s e n t r e  os
c i r c u i t o s  viáveis, está i n d i c a d o  na fi g u r a  3.5
Figura 3.5. Grafo IH (conjunto independente)
0 m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  IM = aB , y? , } é uma
s o l u ç ã o  do problema, po i s  t odas as r o t a s  e s t ã o  pre s e n t e s ,  s o m e n t e  
uma vez, o que c a r a c t e r i z a  uma p a r t i ç ã o  para o c o n j u n t o  de rotas.
3.5.4. - C o l o r a ç ã o  dos v é r t i c e s  de um d e t e r m i n a d o  g r a f o  G
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Sej a  G  = ( ^ , A ) um g r a f o  e C  = C c^} um c o n j u n t o  de cores. 
Uma c o l o r a ç ã o  de G  é uma a t r i b u i ç ã o  de a l g u m a  cor de C  para cada 
v é r t i c e  de , de tal m o d o  que a dois v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  s e jam 
a t r i b u í d a s  c o r e s  d i f e r e n t e s .
a
Figura 3.6. C = c*, n, Coloração máxima para o Grafo G
A s s i m  sendo, uma c o l o r a ç ã o  de G  é uma função f:^ ---* C  tal
que para cada par de v é r t i c e s  x. , x. X t e m - s e  (x . x ) «  A  = = *
1 j «■ j '
f(x^) * f ( x J .  Uma k-coloração de *E é uma c o l o r a ç ã o  que u t i l i z a  
um total de k cores. Na F i g ..3.6., t e m - s e  uma 3-c o l o r a ç ã o .
Os c o n c e i t o s  de c o l oração, fa c ç ã o  e c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
maximal e s t ã o  n a t u r a l m e n t e  r e l a c i o n a d o s .  P o r  exemplo, como são 
n e c e s s á r i a s  p  c o r e s  p a r a  c o l o r i r  os p  v é r t i c e s  de uma facção de 
t a m a n h o  k, c o n c l u i - s e  que o n ú m e r o  c r o m á t i c o  de um g r a f o  G  seja 
m a i o r  ou igual do que o t a m a n h o  da m a i o r  fa c ç ã o  de <3. C o n s i d e r e  
uma k - c o l o r a ç ã o  de 6  = (^ , A ) .  Sejam, os
s u b c o n j u n t o s  (disju n t o s )  dei?, i n d u z i d o s  pe l a  k - c o l o r a ç ã o .  E n tão 
o b v i a m e n t e  = X e c a d a  ^  é um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal. 
E n t ã o  o p r o b l e m a  de d e t e r m i n a r  uma c o l o r a ç ã o  m í n i m a  de <D pode ser 
f o r m u l a d o  em t e r m o s  de p a r t i c i o n a r á  em um n ú m e r o  m í n i m o  de 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais.
3.5.5. - P r o b l e m a  de S h a n n o n  (C7D)
é um p r o b l e m a  c l á s s i c o  que c o n s t i t u i  uma a p l i c a ç ã o  d i r e t a  da 
n o ç ã o  de i n d e p ê n d e n c i a  maximal: ao se p r o j e t a r  um c ó d i g o  a ser 
u s a d o  em um s i s t e m a  de c o m u n i c a ç õ e s ,  é i m p o r t a n t e  que seus sinais 
não s e j a m  c o n f u n d i d o s  uns com os outros; se m o nta um g rafo 
G  = on d e  %  = C s i n a i s ?  e a r e l a ç ã o  g e r a d o r a  de A  seja <x^
p od e ser c o n f u n d i d o  com x. > então, o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
f o r n e c e r á  oiCG] s i n a i s  p a r a  os quais não h a v e r á  r i s c o  de se 




F i g u r a  3.7. S i n a i s  p o s s í v e i s  W  = C à, d, /, # }  e oiCGj = 4
3.5.6. - P r o b l e m a  das o i t o  r a i n h a s  (C6D, Í71)
T r a t a - s e  de a c h a r  t o d a s  as m a n e i r a s  de c o l o c a r  8 r a i n h a s  em 
um t a b u l e i r o  de xadrez, de forma que n e n h u m a  a t a q u e  a o u t r a  (Fig. 
3.8). Há 23 soluções, e a cada uma c o r r e s p o n d e  um m á x i m o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  do g r a f o  <£ = (.X, Ã ), on d e  j^| = 6 4  e a  = ( x ^  x..) € 
& existe, se xi e x. e s t i v e r e m  em c a s a s  da m e s m a  linha, col u n a  ou 
d i a g o n a l  do tab u l e i r o .
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F i g u r a  3.8. T a b u l e i r o  de x a d r e z  com uma das s o l u ç õ e s  para o 
p r o b l e m a  das oi t o  r a i n h a s
3 . 5 . 7 . -  P e s q u i s a  t i p o l ó g i c a  (C63D, L7J)
Um e x e m p l o  r e l a c i o n a d o  com p e s q u i s a  de m e r c a d o  é, também, 
d i s c u t i d o  por Roy C63D. P e s q u i s a n d o  as r e a ç õ e s  de c o n s u m i d o r e s  
frente aos d i v e r s o s  a s p e c t o s  de um novo produto, c o n s t r ó i - s e  um
g r a f o  b a s e a d o  na s e m e l h a n ç a  de c o m p o r t a m e n t o  dos c o n s u m i d o r e s ,  o 
qual c a r a c t e r i z a  d e t e r m i n a d o s  t i p o s  de c o n s u m i d o r e s  para 
d e t e r m i n a r  e s s e s  t i p o s  basta, portanto, a c h a r  os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  do g r a f o  c o m p l e m e n t a r .
3.5.8. - A p l i c a ç ã o  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  à 
g r a f o s  o r i e n t a d o s  (C1U)
Se j a  a c o n s t r u ç ã o  de um o b j e t o  no qual i n t e r f e r e m
fu n d a m e n t a m e n t e  o i t o  fatores:
1) F o rma
2) Cor
3) A s p e c t o
4) M a t é r i a  P r i m a
5) V o l u m e
6) Peso
7) P r o c e s s o  de F a b r i c a ç ã o
8) A c a b a m e n t o
Numa a n á l i s e  do r e l a c i o n a m e n t o  d e s s e s  fatores, 
e s t a b e l e c e u - s e  o s e g u i n t e  g r a f o  (<G) c o n s t a n d o  de W v é r t i c e s  e T  
r elações, a s s i m  <B = T)
Cor Aspecto
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F i g u r a  3.9 R e l a ç õ e s  r
Isto quer d i z e r  que:
O1-) A f o rma d e p e n d e  da cor como a cor d e p e n d e  da 
f o r m a .
1 o----------------------------- s
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2-) 0 a s p e c t o  d e p e n d e  da cor.
2  ----------- >------------ » 3
O r3-) A m a t é r i a  p r i m a  d e p e n d e  da cor.
2 o----------- >------------ o 4
o
4-) A m a t é r i a  p r i m a  d e p e n d e  do vo l u m e  a s s i m  c o m o  o
v o l u m e  d e p e n d e  da m a t é r i a  pri-ma.
5 «------------------------ o 4
O ,5-) A m a t é r i a  p r i m a  d e p e n d e  do acabamento.
4 O-----------4------------ o 8
O6-) 0 v o l u m e  d e p e n d e  da forma.
1 o----------- >------------ o 5
Cà
7-) 0 v o l u m e  d e p e n d e  do pe s o  a s s i m  como o p e s o  d e p e n d e
da f o r m a .
6  -------------------------o 5
8-) 0 p e s o  d e p e n d e  da forma.
1 «----------- >------------ * 6
A9~) 0 p e s o  d e p e n d e  do a c abamento.
6 o-----------<------------ o 8
O
10-) 0 p r o c e s s o  de f a b r i c a ç ã o  d e p e n d e  do peso.
6 ®----------- ►------------ o 7
O
11-) 0 a c a b a m e n t o  d e p e n d e  do p r o c e s s o  de fabricação.
7 °---------- »■----------- o 8
Os v é r t i c e s  que d e t e r m i n a m  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  se 
c o n s t i t u e m  em f a t o r e s  autônomos, os quais p o d e m  o r i e n t a r  a 
e s c o l h a  da o p ç ã o  inicial a r b i t r á r i a  de onde o p r o j e t o  pode 
e v o l u i r .
Existindo vários conjuntos independentes, é importante que
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se e s c o l h a  um dos m á x i m o s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s .  
Os oito c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  s ã o :




F o rma 
Aspect o 
M a t é r i a  P r i m a  




V o l u m e  
F a b r i c a ç ã o
Aspect o 
V o l u m e  
A c a b a m e n t  o
Aspect o 
3 4 6 M a t é r i a  P r i m a  
Peso
3 5 7




F a b r i c a ç ã o
F orma 
Aspect o 
A c a b a m e n t  o
Cor
V o l u m e  
A c a b a m e n t  o
0 projeto, portanto, p o d e  ser i n i c i a d o  por q u a l q u e r  d e s s e s  
conj unt o s .
E s sas oito o p ç õ e s  já o r i e n t a m  o p r o j e t i s t a  que e n t ã o  pode 
d e f i n i r  qual p a r t i d a  i n t e r e s s a  sua c o n cepção. Ca s o  d e s e j e  c o m e ç a r
0 p r o j e t o  por on d e  ha j a  m a i o r  l i b e r d a d e  para e s c o l h a  dos 
e l e m e n t o s  iniciais, e n t a o  t r a b a l h a—se com um c o n j u n t o  mais 
n u m e r o s o  (máximo c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e )  que n e s t e  ca s o  é o
1 3 4 7, no qual in i c i a  sua c r i a ç a o  por f o r m a - a s p e c t o—ma t é r i a  
p r i m a  e f a b r i c a ç a o  p a r a  em s e g u i d a  d e t e r m i n a r  e c o m p a t i b i l i z a r :  
p e s o - v o l u m e - a c a b a m e n t o  e cor.
Caso, entret a n t o ,  a i n t e n ç ã o  do p r o j e t i s t a  seja p a r t i r  do 
m e n o r  n ú m e r o  de c o n s i d e r a ç õ e s  livres (mínimo c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e ) ,  d e v e r á  o p e r a r  com 2 6 , isto é, e s c o l h e r  
i n i c i a l m e n t e  a cor e o pe s o  e d e t e r m i n a r  e c o m p a t i b i l i z a r  os seis 
o u t r o s  com p o n e n t e s .
CAPÍTULO IV
M É T O D O S  E/ O U  A L G O R I T M O S  E X I S T E N T E S  PARA E N C O N T R A R  T O DOS
OS C O N J U N T O S  I N D E P E N D E N T E S  M A X I M A I S  DE UM G R A F O  <D
4.1. - I n t r o d u ç ã o
C o n f o r m e  B o a v e n t u r a  N e t t o  C71, "o p r o b l e m a  de d e t e r m i n a ç ã o  
dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  é de c o m p l e x i d a d e  
e x p o n e n c i a l ;  na p r ática, as t é c n i c a s  b a s e a d a s  na v e r i f i c a ç ã o  
d i r e t a  da nao a d j a c ê n c i a  e x i g e m  m u i t o  da m e m ó r i a  e u t i l i z a m  m u ito 
t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o .  Por es s a  r a z ã o  u t i l i z a m - s e  t é c n i c a s  mais 
sofist i ç a d a s .”
Cabe o b s e r v a r  que a ca d a  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  m a x imal de um 
g r a f o  G  qualquer, c o r r e s p o n d e r á  uma facção (clique), do g rafo 
c o m p l e m e n t a r  € e v i c e  versa; por isso, o p r o b l e m a  é, m u i t a s  
vezes, a p r e s e n t a d o  c o m o  o da d e t e r m i n a ç ã o  das facções maximais.
4.2. — D e t e r m i n a ç a o  de t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s
Por c a u s a  da r e l a ç a o  e n t r e  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  
e f a c ç õ e s  m e n c i o n a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  os m é t o d o s  de c á l c u l o  
a p r e s e n t a d o s  n e s t e  capít u l o ,  e que s e rão d e s c r i t o s  em t e r m o s  de 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais, p o d e r ã o  t a m b é m  ser us a d o s  
d i r e t a m e n t e  p a r a  o c á l c u l o  de facções.
Em p r i ncípio, s u p õ e - s e  que o c á l c u l o  de t odos os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  de um g r a f o  s e j a  uma tar e f a  m u i t o  simples, 
que p o d e r i a  ser f eita p e l a  e n u m e r a ç ã o  s i s t e m á t i c a  dos c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s ,  t e s t a n d o  se são os m a i o r e s  p o s s í v e i s  (pela 
t e n t a t i v a  de a c r e s c e n t a r  q u a l q u e r  o u t r o  v é r t i c e  ao conjunto, 
e n q u a n t o  p r e s e r v a - s e  a i n d e p e n d ê n c i a )  e a r m a z e n a n d o  e n t ã o  os 
maxim a i s .  A s u p o s i ç ã o  s e r á  v e r d a d e i r a  p a r a  g r a f o s  p e q u e n o s  de, no 
máximo, 20 vértices, mas, à m e d i d a  que o n ú m e r o  de v é r t i c e s  
aumenta, es t e  m é t o d o  de g e r a ç ã o  t o r n a - s e  inviável 
c o m p u t a c i o n a l m e n t e . Isto deve-se, não ao fato de e x i s t i r  um 
g r a n d e  n ú m e r o  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais, mas ao fato de 
que, d u r a n t e  o processo, m u i t o s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
s e r e m f o r m a d o s  e ma i s  t a r d e  r e j e i t a d o s  p e l o  fato de e s t a r e m  
c o n t i d o s  em o u t r o s  a n t e r i o r m e n t e  g e r a d o s  e, por isso, não s e rão 
m a x i m a i s .
D e s c r e v e - s e  e n t ã o  m é t o d o s  que v e n c e m  s u b s t a n c i a l m e n t e  esta 
d i f i c u l d a d e  de forma que os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  - uma vez 
g e r a d o s  - não n e c e s s i t a m  ser c h e c a d o s  em r e l a ç ã o  à m a x i m a l i d a d e  
dos c o n j u n t o s  p r e v i a m e n t e  gerados.
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4.3. - M é t o d o  de Maghout (C35D, £71)
4.3.1. Base t e ó r i c a  do m é t o d o
É um m é t o d o  que f o r m u l a  a c o n d i ç ã o  de i n d e p e n d ê n c i a  
u t i l i z a n d o  a a l g e b r a  booleana.
Se j a  <G = (^, A )  um g r a f o  qualquer.
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D e f i n e - s e ,  então, as s e g u i n t e s  v a r i á v e i s  b o o leanas:
- f 1l 0
se 3  . (x. , x . ) e  A  
= 1 c J 
lJ 1 0  c a s o  c o n t r á r i o
-  rI 0
* ■ í 1J 1 0
se o vért ice x e  Vi
c a s o  c o n t r á r i o
se o v é r t i c e  x e  V  j
c a s o  c o n t r á r i o
Entao, se V  c  )R. for um c o n j u n t o  indepe n d e n t e ,  a p r o p o s i ç ã o
s e r á  f a lsa e, porta n t o ,  não se terá
a.. x. x. = 1 . ij i j
Se uma das tr ê s  v a r i á v e i s  for nula, a c o n d i ç ã o  de 
i n d e p e n d ê n c i a  será s a t i s f e i t a  e, por c o n s e g u i n t e ,  d o i s  v é r t i c e s  
q u a i s q u e r  de <&, p e r t e n c e r ã o  a um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  quando
G e n e r a l i z a n d o  a t o d o s  os p o s s í v e i s  p a r e s  de vértices,
obt e m -se
T o m a n d o  o c o n j ugado, u t i l i z a n d o  a p r o p r i e d a d e  de De Morgan
<a + b = a - b ) , e l e m b r a n d o  que a-b-c = a + b + c, tem-se:
£  £  a. x. x. = 0 M  i ji- i
tôl. + V V < ^ 2+^ +V  < V .  + *n+V  = 1
T T  * r r  ( a. + x + x '| = j
i j ^ J
• 2
0 p r o d u t o r i o  tem n termos; se ci. . = 0 e n t ã o  os v é r t i c e s  x*-j «■
e x não são a d j a c e n t e s ,  p o r t a n t o  a .  = 1 , e assim, e s s e s  te r m o s
J
não p r e c i s a r ã o  ser c o n s i d e r a d o s  pois q u a i s q u e r  que s e j a m  os 
v a l o r e s  de x  e x., a so m a  oi + x. + x. será se m p r e  igual a 1*■ J LJ J
(na á l g e b r a  boole a n a ,  0 + 0 = 0 ,  0 + l = l e l + l = l ) .  Restam, 
portanto, termos, c u j o  d e s e n v o l v i m e n t o  f o r n e c e r á  t o d o s  os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  ( m a x i m a i s  ou não) do grafo; porém, ne s t e s  
t e r m o s  p o d e - s e  d e s c o n s i d e r a r  os e l e m e n t o s  on d e  i = j pois ot = 0»•j
(todo v é r t i c e  é a d j a c e n t e  a ele mesmo), o p r o d u t o r i o  será, 
p ortanto, um e n u m e r a d o r  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s .  Enimerador , 
ou funçSLo geradora, é uma função c a p a z  de r e p r o d u z i r  c o n j u n t o s  
e s c o l h i d o s  por um c r i t é r i o  c o m b i n a t ó r i o .
C o m o  as v a r i á v e i s  do p r o d u t ó r i o  e s t ã o  t o das r e p r e s e n t a d a s  na 
forma de con j u g a d o ,  ca d a  t e r m o  f o r n e c e r á  um c o n j u n t o  de v é r t i c e s  
de uma fa c ç ã o  do g r a f o  c o m p l e m e n t a r  e, portanto, o c o m p l e m e n t a r  
de ca d a  um d e s s e s  c o n j u n t o s  será um c o n j u n t o  independente.
A p l i c a n d o  o p e r a ç õ e s  e p r o p r i e d a d e s  de a b s o r ç ã o  da á l g e b r a  
booleana, conforme:
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a + a  = a  
a-a - a
a  + ò = ò + a  ( c o m u t . a d .> 
a-b = fe-a ( c o m u t . m u l t .)
a  + a-b = a
(a + ò ) = a-b
a-b-c = a + b + c 
a-a = (a + a ) = (a) a
tem-se, ao final, os m e n o r e s  c o n j u n t o s  e portanto, os seus 
c o m p l e m e n t a r e s  s e r ã o  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais.






















s u c e s s o r e s  de ca d a  v é r t i c e
56
« - X X , .  +  «  . X 1 X4  + a 2 3 K2 X3 +  a 3 4 X3 X4  +  « 3 5 X 3 X 5  =  112 1 2 14
Com a e l i m i n a ç ã o  dos t e r m o s  on d e  i = j (todo v é r t i c e  é 
a d j a c e n t e  à ele mesmo), e t a m b é m  dos t e r m o s  on d e  2 <x , x ) (ou»■ j
seja, xl não é a d j a c e n t e  a x^), tem-se:
( <*12 ) ( ai4XlX4 ) C «23*2*» ) ( "*34*3*4 ) C *35 * 3 ^  ) = *
£ Oi +12 *1 + K2 M  *1* + *1 + M  «23 + «2 + *3 >
C o m o  os ot.. r e s t a n t e s  são t o dos iguais a zero, tem-se:
(  X4  +  X2  )  C X4  + X4  )  C X2  + X3  )  (  * 3  + K4  )  ( x3 + x5 ) = 1
S u p r i m i n d o - s e  a letra x,
("í + 2) (T + 4) (2 + 3) (3 + 4) (3 + 5) = 1
P o d e - s e  r e p r e s e n t a r  t a m b é m  o p r o d u t ó r i o  a t r a v é s  da m a t r i z  de 
a d j a c ê n c i a  t r i a n g u l a r  (para que cada a r e s t a  s e j a  l e v a d a  em c o nta 
uma só vez), do g r a f o  c o m p l e m e n t a r  <G t o m a n d o - s e  s o m e n t e  os 
v é r t i c e s  não adjace n t e s .
P a r a  o e x e m p l o  acima, tem-se:
A =
1 2 3 4 5
-  -  1 -  1








Que é equivalente ao produtório. Usando as leis e propriedades da 
álgebra booleana, tem-se:
(7 + 2) (7 + 4) <!..+ J ) (3 + 4 X 3  + 5 ) = 1
(2 + 3) = (3 + 2) (comutativa da adição)
> (3 + 5) = 1
(1 + 2) (1 + 4) = 7; 7  + T- 4 + 2; 7  + 2-4 = 7  + 7 - 4  + 7' 2 + *2- 4) =
= 7  + 7; 2 + 2-4 = 7  + 2-4 
(idem para (3 + 2)(3 + 4), ou seja, (3 + 2)(3 + 4 )  = (3 + 2-4)). 
Assim, tem-se:
(7..+ 2; 4) (3 + 2-4) (3 + 5) = 1
3 } (3 + 5) = 1 
(2-4 + 7-3) (3 + 5) = 1 
2-4-3 + 2-4-5 + 7-3; 3 + 7 - 3 - 5  = 1 
2-4-3 + 2-4-5 + 7; 3 + 7-3-5 = 1
2-3-4 + 2-4-5 + 7 - 3  = 1
Tomando o complementar de cada um dos termos acima,
C7, 5} C7, 3} CS, 4, 5}
tem-se as três facções maximais do grafo complementar <B, que são 
os conjuntos independentes maximais do grafo :
Cl, 5) Cl, 3} C 2, 4, 53
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4.4. - M é t o d o  de B e d n a r e c k  e T o u l b e e  (C3U, CólII)
4.4.1. Base t e ó r i c a  do m é t o d o
C o n s i d e r e  o p r o b l e m a  do d e s c o b r i m e n t o  de t o d o s  as f a c ç õ e s  de 
um grafo. Se p é um v é r t i c e  q u a l q u e r  do g r a f o  <G, e n t ã o  as f a c ç õ e s  
p o d e m  ser d i v i d i d o s  e n t r e  du a s  espécies; a q u e l a s  que c o n t é m  p, e 
a q u e l a s  que não c o n t é m  p.
Q u a l q u e r  f a c ç ã o  que c o n t é m  p c o n s i s t e  de p j u n t a m e n t e  com um 
c o n j u n t o  't? de v é r t i c e s  do g r a f o  <G - p o b t i d o  p e l a  e l i m i n a ç ã o  de p 
do g r a f o  <£ .
Se IN d e n o t a r  o s u b g r a f o  de <G i n d u z i d o  p e l a  v i z i n h a n ç a  
( s u c e s s o r e s )  de p, e n t ã o  V  p o d e  ser uma fa c ç ã o  em IN. P o r t a n t o  
t o d a s  as f a c ç õ e s  de <D que c o n t é m  p p o d e r ã o  ser o b t i d a s  pe l o  
d e s c o b r i m e n t o  das f a c ç õ e s  de IN.
Q u a n t o  às f a c ç õ e s  que não c o n t é m  p, e l a s  p o d e m  ser f a c ções 
de <D - p, e n t r e t a n t o ,  o c o n t r á r i o  não é verdad e i r o .  No m e i o  das 
fa c ç õ e s  de <G - p p o d e m  e s t a r  a l g u m a s  que são f a c ç õ e s  de IN, e 
e s t a s  não s ã o  m a x i m a i s  em í?.
Po r  is s o  o c o n j u n t o  de facç õ e s  de <D é a u n i ã o  dos d o i s  
conj unt o s :
( i) o c o n j u n t o  de f a c ç õ e s  de IN, cada uma d e l a s  a u m e n t a d a  
por pi
(xi) o c o n j u n t o  de f a c ç õ e s  de <D - p que não são f a c ç õ e s  de 
IN .
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s u b g r a f o  i n d u z i d o  p e l a  v i z i n h a n ç a  de p  m a i o r  facção que c o n t é m  p
x_
Uma facção de <3 - p (Neste caso 't? = fN )
F i g u r a  4.3. - C a r a c t e r i z a ç ã o  dos t e r m o s  u t i l i z a d o s  no m é t o d o  de 
B e d n a r e k  e T o u l b e e
A s s i m  t e m - s e  um t í p i c o  p r o b l e m a  on d e  d e v e - s e  a p l i c a r  um 
a l g o r i t m o  de r a m i f i c a ç ã o  - a d i v i s ã o  do p r o b l e m a  em dois 
p r o b l e m a s  menores. Contudo, e x i s t e m  c o m p l i c a ç õ e s  aí; a c o n d i ç ã o
(ii) r e q u e r  que a i n f o r m a ç ã o  o b t i d a  d u r a n t e  uma p a r t e  do p r o c e s s o  
de r a m i f i c a ç ã o  se j a  u s a d a  na o u tra parte. Este m é t o d o  p o d e r á  
funcionar, mas o r i g i n a  p r o b l e m a s  de c o n s e r v a ç ã o  e de a r m a z e n a g e m .























G r a f o  c o m p l e m e n t a r  € do g rafo da Fig. 4.4 
0 v é r t i c e  e s c o l h i d o  é p  =
F i g u r a  4.7. V i z i n h a n ç a  de x_ ( s u c e s s o r e s  de x_>5 5
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i 2
F i g u r a  4.8. IN ( s u b g r a f o  i n d u z i d o  p e l a  v i z i n h a n ç a  de x_JD
r
F i g u r a  4.9. M a i o r  facção que c o n t é m  x_.S
A m a i o r  fa c ç ã o  que c o n t é m  Xg., c o n s i s t e  de Xg. j u n t a m e n t e  com
tf = Xj-5. "f? é uma f a c ç ã o  em W. Assim, f a c ções que c o n t é m  x ^ ,
p o d e m  ser e n c o n t r a d a s  p e l o  d e s c o b r i m e n t o  das f a c ç õ e s  de IN. Por
o u t r o  lado, as f a c ç õ e s  que não c o n t é m  x_, p o d e r ã o  ser f a c ç õ e s  de
F i g u r a  4.10. F a c ç ã o  de ©  - x_O
Nas facç õ e s  de ©  - x^. p o d e m  e s t a r  a l g u m a s  que são f a c ções de IN.
2
F i g u r a  4. 11. F a c ç õ e s  de ©  - x^. que são t a m b é m  f a c ç õ e s  de IN
e e s t a s  não são m a x i m a i s  em G. Por isso, o c o n j u n t o  de facções de 
G  é a u n i ã o  dos d o i s  conjuntos:
( i ) c o n j u n t o  de facções de!N, cada uma das quais a u m e n t a d a  
p or x _ ,
62
p=5
F i g u r a  4.12. F a c ç õ e s  de IN, cada uma das quais a u m e n t a d a  por x_
(ti) c o n j u n t o  de f a c ções de G  - « que não são f a c ç õ e s  de ÍN
F i g u r a  4.13. F a c ç õ e s  de G  - x que não são f a c ç õ e s  de IN
P o r t a n t o ,  as f a c ç õ e s  de G  são
cT, 3) cl, 5 3 C 2, 4, 5}
e seus c o m p 1e m e n t a r e s  são e x a t a m e n t e  os c o n j . i n d e p . m a x i m a i s
Cl, 5} Cl, 3} C 2, 4, 5 >
Uma o u t r a  forma é t r a b a l h a r  de b a i x o  pa r a  cima - isto é, ir 
do m e n o r  p a r a  o m a i o r  grafo. Faça IR ser o s u b g r a f o  i n d u z i d o
p e l o s  v é r t i c e s  1, £, 3, . .., i; e s u p o n h a  que se t e n h a  e n c o n t r a d o  
t o d a s  as suas facções. A g o r a  t o m a - s e  o v é r t i c e  i + 1. E n c o n t r a - s e
o c o n j u n t o  IN pa r a  es t e  vértice, e e n c o n t r a m o s  sua i n t e r s e ç ã o  com 
as f a c ç õ e s  de !H . E s t a s  s e rão as f a c ç õ e s  de IN, e, a u m e n t a d a s  pelo 
v é r t i c e  i + 1, s e r ã o  f a c ç õ e s  de IK+ i . A q u e l a s  f a c ções de IH que 
não e s t ã o  c o n t i d a s  em IN s e r ã o  as f a c ç õ e s  de OH. . D e s t e  m o d o  as 
f a c ç õ e s  de um d a d o  g r afo são e v e n t u a l m e n t e  obtidas. Este 
a lg o r i t m o ,  e s s e n c i a l m e n t e  simples, é o de B e dnarek e T a u l b e e  C 3 D .
E x e m p l o  4.4:
T  2Ô O
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Fig u r a  4.14. IH,
p = i + 1 = 3
F i g u r a  4.15. IH,
X
F i g u r a  4.16 V i z i n h a n ç a  de x_3
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F i g u r a  4.17. IN
i O
F i g u r a  4.18. ÍN n  C f a c ç õ e s  de
F i g u r a  4.19. F a c ç õ e s  da n  a u m e n t a d a s  por x^ .
TO
F i g u r a  4.20. F a c c õ e s  de OH^ não c o n t i d a s  em IN serão f a c ç õ e s  de IH^
1 2
65
p = i + 1 = 4
F i g u r a  A.SB. V i z i n h a n ç a  de x_
F i g u r a  4.23. tN
F i g u r a  4.24. IN n  C f a c ç õ e s  de DH_ }
F i g u r a  4.25. F a c ç õ e s  da O  a u m e n t a d a s  por x^ _
Figura 4.26. Facções de IH não contidas em ÍN serão facções de ÍH_
F igara
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F i g u r a  4.32. F a c ç õ e s  da n  a u m e n t a d a s  por x^ .
F i g u r a  4.33. F a c c o e s  de que não e s t ã o  c o n t i d a s  em IN t 
fac ç õ e s  de 1H_D
serão
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4.5. - A l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  (C103, C13J, C14D)
4.5.1. - A b a s e  do a l g o r i t m o
4.5.1.1. - I n t r o d u ç ã o
E s t e  a l g o r i t m o  é e s s e n c i a l m e n t e  uma b u s c a  e n u m e r a t i v a
s i m p l e s  em árvore, d u r a n t e  a qual em a l g u m  e s t á g i o  k, um c o n j u n t o
de v é r t i c e s  i n d e p e n d e n t e s  V, será a m p l i a d o  pe l a  a d i ç ã o  de umk
v é r t i c e  x. a d e q u a d a m e n t e  esc o l h i d o ,  pa r a  formar um c o n j u n t o  
''k+i
i n d e p e n d e n t e  V  / no e s t á g i o  k, até que mais n e n h u m a  a d i ç ã o  seja
p o s s í v e l  e, por isso, t e m - s e  um novo c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maior.
No e s t á g i o  k t o ma-se, por exemplo, E fc c o m o  s e n d o  o m a i o r  c o n j u n t o
de v é r t i c e s  pa r a  o qual V  n  E, = 0, isto é, q u a l q u e r  v é r t i c e  dek k
E, a c r e s c e n t a d o  a W  r e s u l t a r á  num c o n j u n t o  V  que será k k k+1
i n d e p e n d e n t  e .
Em a l g u m  p o n t o  d u r a n t e  o d e s e n v o l v i m e n t o  do algoritmo, E k
c o n s i s t i r á  de d o i s  t i pos de v é r t ices: v é r t i c e s  em E - que já foramk
u s a d o s  a n t e r i o r m e n t e  na b u s c a  p a r a  a u m e n t a r  V  e v é r t i c e s  em E +k k
que a i n d a  não f o r a m  usados.
4.5.12. - Avanço
Uma r a m i f i c a ç ã o  à fr e n t e  d u r a n t e  a b u s c a  na á r v o r e  i m p l i c a r á
na e s c o l h a  de um v é r t i c e  xv € E,+ , e na sua a d i ç ã o  a V, k k
o b t e n d o - s e  d e s t a  forma:
(3.4)
69
j u n t a m e n t e  com os n o v o s  c o n j u n t o s  -^k+1 conforme:
E k+i = E k " Cxi 3 - r ( x i > = E k - 3 U  r ç Xi >} <3.5)k+1 k+1 v k+1 k+1 J
E k «  - K  - r < \  > k+d.
4.5.1.3. - R e c u o  ”Backtrach'
(3.6)
Um r e c u o  ("backtrack" ) implica na r e m o ç ã o  de x. de V,t. k+1 
k+1
p a r a  r e t o r n a r  a V  r e m o v e n d o  t a m b é m  x. do c o n j u n t o  E* para
k+1
e n t ã o  i n s e r i - l o  no c o n j u n t o  E fc, f o r m a n d o  d e s t e  m o d o  dois novos
c o n j u n t o s  E fc e E^ (E^ a g ora sem xí e E^ a g o r a  com xL ).
k+i k+1
Um c o n j u n t o  ^ k , s o m e n t e  não p o d e r á  ser ma i s  a u m e n t a d o  quando 
E k = ® • N e s t e  caso:
( i) Se ^  0, d e c o r r e  i m e d i a t a m e n t e  que no nível k atual, 
teria, num nível a n t e r i o r  (k - 1), s i d o  a u m e n t a d o  por a l gum 
v é r t i c e  que a g o r a  se e n c o n t r a  em E fc e P 0 r isso não é maximal. 
D e s t a  forma t e m - s e  que e f e t u a r  um recuo.
( ü >  Se E fc = 0, o atual c o n j u n t o  ^ k . não t e r i a  sido 
a u m e n t a d o  a n t e r i o r m e n t e  e, v i s t o  que os c o n j u n t o s  são g e r a d o s  sem 
d u p l i c a c ã o ,  ^ k será um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal. Portanto, a 
c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  pa r a  ^ k ser um c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal é:
= 0 (3.7)
é e v i d e n t e  que j a m a i s  será a c e s s a d o  o e s t á g i o  k + 1 quando 
e x i s t i r  a lgum v é r t i c e  x <£ e> para 0 q u a i T( x )  n  E* = 0, a ssim 
é i n d i f e r e n t e  qual v é r t i c e  de E* e s c o l h e r  pa r a  a u m e n t a r  já qu.e 
em q u a l q u e r  r a m i f i c a ç ã o  à frente, o v é r t i c e  x n u n c a  p o d e r á  ser 
r e m o v i d o  de pois, E[ +1 = E k ' r <*i > = E ü+1 , ou seja,
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k+i
r <x. ) n  = 0  p or isso, a condicão: 
k+i.
3  x <= E fc tal que r ( x )  n  E* = 0  (3.8)
será s u f i c i e n t e  p a r a  que um r e c u o  deva ser efetuado, po i s  ne n h u m
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal r e s u l t a r á  de q u a l q u e r  r a m i f i c a ç ã o
à frente de .k
4.5.1.4. - Heurística
Como em t odos os m é t o d o s  de b u s c a  em árvore, é v a n t a g e m  ter
como meta a n t e c i p a r  r e c u o s  em r a m o s  que não levam a c o n j u n t o s
i n d e p e n d e n t e s  maxim a i s ,  já que e s t e s  r e c u o s  t e n d e m  para a parte
d e s n e c e s s á r i a  da busca, é importante, então, forçar a c o n d i ç ã o
(3.8) t a n t o  qua n t o  p o s s í v e l  por uma e s c o l h a  a d e q u a d a  dos v é r t i c e s
que s e r ã o  u s a d o s  na a m p l i a ç ã o  do c o n j u n t o  W
D u r a n t e  o avanço, p o d e - s e  e s c o l h e r  para x. , qualquer
k-t-1
v é r t i c e  p e r t e n c e n t e  a E* e C O m o qual a u m e n t a r - s e  V  o b tendo-se,
a s s i m  ^ k+1 Já no recuo, o v é r t i c e  e s c o l h i d o  x. de v e  ser
vk+i
r e m o v i d o  de e i n s e r i d o  em P o r é m  se xt for e s c o l h i d o
k+1
* * ÍT-~d e n t r e  os v e r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  a ~ < k  ) pa r a  a l g u m  x «  ; e n tão 
quando o c o r r e r  o t e s t e  p a r a  v e r i f i c a r  se d e v e  ser e f e t u a d o  um
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a v a n c o  ou um recuo, o n ú m e r o :
A < x )  = | T (x ) n  E* | (3.9)
p o d e r á  ser r e d u z i d o  (a p a r t i r  de seu v a l o r  a n t e r i o r  ao t é r m i n o
dos p a s s o s  de a v a n c o  e recuo) tal que a c o n d i ç ã o  (3.8) a g o r a  seja
s a tisfeita, devendo, portanto, e f e t u a r - s e  o recuo.
P ortanto, uma boa m a n e i r a  de e s c o l h e r  o v é r t i c e  x. e com
’k+l
o qual aumentar se , é p r i m e i r o  d e t e r m i n a r  o v é r t i c e  x «  E^
com o m e n o r  v a l o r  de A  e d e p o i s  e s c o l h e r  x. a p a r t i r  do
vk+i
c o n j u n t o  T ( x ) n  E  Tal e s c o l h a  de x. no nível k, p o d e r i a
k+1
o c a s i o n a r  a A  U ma d i m i n u i ç ã o  quando for feito o t e s t e  para o 
, * recuo, ate que e v e n t u a l m e n t e  um v e r t i c e  x s a t i s f a ç a  a c o n d i ç ã o
(3.8), d e v e n d o  e f e t u a r - s e ,  portanto, um recuo.
Co m o  num recuo, x^  e n tra em , pode ser que esta novak+l
e n t r a d a  tenha, agora, um v a l o r  m e n o r  de A  do que o v é r t i c e  x 
f i x a d o  a n t e r i o r m e n t e .  Esta n o v a  e n t r a d a  p o d e r á  forçar a c o n d i ç ã o
(3.8). Isto é i m p o r t a n t e  ao e f e t u a r - s e  o p r i m e i r o  a v a n ç o  nas 
r a m i f i c a ç o e s , qua n d o  ^  ^ 0, pois n e s t e  caso, d e v e - s e  u t i l i z a r  a
h e u r í s t i c a  proposta, que está b a s e a d a  em E ~ .k
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4.5.2. - D e s c r i ç ã o  do a l g o r i t m o
P a s s o  1: 
F a ç a
1 = 1 
k = 0
V 1, = 0  k
E* = X k
E" = 0  k
Escolfvz 
P a s s o  2:
_ +E s c o l h a  um v é r t i c e  k  ^  E fc c o n f o r m e  a s e g u i n t e
k+l
h euríst i c a :
s e  E, * 0k
e n t ã o
s e  3  ! x  e  E k
e n t ã o
e s c o l h e m o s  a l g u m  x; «  n  E
s e n ã o
k k + l
*s e l e c i o n a m o s  x de mo d o  que:
A ( x  ) = |r<x ) n  E^l = m jn _ Jr(X ) n E ^ I
x «  E' k
_  * +e em s e g u i d a  e s c o l h e m o s  x. «  r < x ) n  E,
k+l
s e n ã o
e s c o l h a  o p r i m e i r o  x. «  E +v ki
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Avanço 
P a s s o  3:
‘ K w  Cx. 1 }
k+i
E L - K
■ +> 
X 1 3 - r (x > = E; - (cx, 3 u  r ( X )
k+l k+l ^ k+i \+i
- r (x. t.. )""k+l
k = k + 1
Teste (verif ica se o conjunto gerado é independente iriaximal ) 
P a s s o  4:
s e  (E = E* = 0 )  k k
e n t ã o
G u a r d e  o CIM v'" k
1 =  1 +  1 
e vá ao P a s s o  6:
Teste (avanço ou recuo)
P a s s o  5:
s e  E + * 0k
e n t ã o
s e  E, = 0  k
e n t ã o
vá ao P a s s o  2: 
s e n ã o
s e  3  x e  E k tal que T ( K ) n  E fc = 0  
e n t ã o
vá ao P a s s o  2:
Recuo (backtrack)
Passo 6}
k = k - 1 
se k * - 1 
então
tyl = _ C>< 3
k k+i L xi ' 
k+l
e : - e : - > 
k+i
E k - ^  u  < \  ’ 
k+l
se (|< * 0 ou E* ^ 0) 
então
vá ao Passo 5.
senão
TERMINOU A BUSCA




(Todos os MCIM foram e n c o n t r a d o s )
4.5.3. - D e s e n v o l v i m e n t o  i l u s t r a t i v o  de um e x e m p l o  u t i l i z a n d o - s e  
o a l g o r i t m o  p a s s o  a p a s s o
L E G E N D A
<3 VÉRTICES PARA ESCOLHER 
® VÉRTICES ESCOLHIDOS 
■ SUCESSORES DOS VÉRTICES ESCOLHIDOS 
J* VÉRTICES RETIRADOS NO NÍVEL O
O VÉRTICES RETIRADOS NO NÍVEL 1 












F i g u r a  4.34. G r a f o  <D pa r a  e x e m p l o  do a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h










V 1 = 0o
E + = Xo
E"o = 0
et







E ± = C3, 5)
E ” = 0  1
k = 1









P4. Não E  *  0  e E  = 0  i 1
Sim
E * O 1
E" = 0  1
PE.
Não





E + = 0  2















V* = Cl, 3 3
1 = 2
IE = 0 ç E = 0  
2 2
P6.
k = i 
Sim
V *  = Cl} 
E* = C 5 3 
E~ = C 3 3
ta
□ 3
Sim k = 1 e E = C53
□ 3












Sim E + * 0
1
Não E" = 0i





v *  = Ci, 5}
E + = 0  
2
E - = 0
2
k = 2








Sim E  = 0  e E" = 0  2 2







□ 3 □ 5
\  = í 13
E + = 0  1





k = 1 e E + = 0  1










P5. Nio E  = 01
P6.
k = 0 
Sim
V 3 = 0O
E*  = CE, 3, 4, 53 





























E  *  0  o
E~ * 0 o





















* 1  = C 2, ' A }






Sim vá ao P2.
P5» Não
E + * 0  e E" = 0 i 1
E + * 0  1
E  = 0  i









E  0  e E~ = 0











^3 = £2, 4, 53
E + = 0
3 ® 2
E~ = 0 Me
3 í1
k = 3 ® ■
**i
3







I I4 2 3  
(E = 0  o lE = 0
= ce, 4, 5}
P6.
1 = 4
k = 2 
Sim
V *  = C2, 4 3







Sim k = 2 e E z = 0
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k = 1 
Sim
.4 = C2 5 
E* = C 5} 


















E  = 0
tf
l< = 1 e E  = C5)
k + í K
Escolha. NÍvel
O
3 x = 4
<i, 3> n  <s>
í O

















E* = C3, 4, 5}
S ;  = Cl, S3
Sim k = 0 e E + * 0













E + * 0










V *  = C4} 
E* = C 5}










k = <ò 
Sim
V *  = 0O
E o  = C 3 - 53
E~ = Cl, E, 4 3
Sim
©5









E  0  p E  ^  0  i i
E + *  0  i
E - * 0  i
E~ t q T ( 2 )  n  E* = 0  i 1




k = 0 e E + * 0O






E  * 0
o
E ” *  0  
o
Não x = < E ~  t q T ( i )  n  E *  =  0  
< 2, 4> n  <3, 5> = 0
P6.
k = - 1 .
Não
TERMINOU A BUSCA
(Todos os c o n j . i n d e p . max. foram e n c o n t r a d o s )
V* = Cl, 3 3 K  = Cl, 53 w, = C2, 4, 5 3
CAPÍTULO V
P R O P O S T A  DE JJM A L G O R I T M O  H E U R Í S T I C O  P A R A  O B T E N Ç g Q  JDE UMA 
S O L U C S O  PARA O MA'XIMO C O N J U N T O  I N D E P E N D E N T E
5.1. - Int r o d u ç ã o
Na área de a l g o r i t m o s  em g r a f o s  (assim como em a l g o r i t m o s  de 
um m o d o  geral) é i n e r e n t e  uma p r e o c u p a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l  p a r a  com 
os p r o c e s s o s  d e s e n v o l v i d o s .  Es s a  p r e o c u p a ç ã o ,  i m p l i c a  no o b j e t i v o  
de p r o c u r a r  e l a b o r a r  a l g o r i t m o s  que s e j a m  e f i c i e n t e s  e que, de 
p r e f e r ê n c i a ,  p o s s u a m  c o m p l e x i d a d e  p o l i n o m i a l .
S e g u n d o  R o n a l d o  C. Read C61U: "Desde a p u b l i c a ç ã o  do 
a l g o r i t m o  de B e dnarek e T o u l b e e  C3D, v á r i o s  ou t r o s  a l g o r i t m o s  
pa r a  o d e s c o b r i m e n t o  de f a c ç õ e s  (cliques) tem a p a r e c i d o .  Pa r e c e  
que em q u a i s q u e r  d e s s e s  a l g o r i t m o s  é n e c e s s á r i o ,  até certo 
ponto, c h e c a r  se a l g u n s  s u b g r a f o s  c o m p l e t o s  g e r a d o s  e stão 
c o n t i d o s  num s u b g r a f o  já gerado. Os a l g o r i t m o s  d i f e r e m  s o b r e t u d o  
no e x i t o  o b t i d o  na r e d u ç ã o  do t e m p o  gasto. 0 m e l h o r  a l g o r i t m o  
f o r n e c i d o  até a g o r a  pa r a  d e s c o b r i r  t odas as f a c ções é o de Bron e 
K e r b o s c h  C 10 3".
5.1.1. - P r o b l e m a s  do a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h
C o n s i d e r a d o  por m u i t o s  como o m e l h o r  a l g o r i t m o  para 
s e l e c i o n a r  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais, o m é t o d o  de Bron 
e Kerbosch, entre t a n t o ,  não é bom p a r a  d e t e r m i n a r  o n ú m e r o  de
i n d e p e n d ê n c i a ,  bem co m o  um dos c o n j u n t o s  d e t e r m i n a d o  por ele (se 
é que e x i s t e  mais de um), pois a p r e s e n t a  d i f i c u l d a d e s  tais como:
a) c o m p l e x i d a d e  e x p o n e n c i a l  ®(©xp<n>);
b) tem que g e r a r  t odos os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
m a x i m a i s  do grafo;
c) o e l e v a d o  n ú m e r o  (1) de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  
(Vfc) gerados, a m e d i d a  que a u m e n t a - s e  o n ú m e r o  de 
v é r t i c e s  do grafo;
d) a l e a t o r i e d a d e  na g e r a ç ã o  dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
m a x i m a i s  no que diz r e s p e i t o  à sua c a r d i n a l i d a d e ;
e) c o m p a r a  c o n j u n t o s  e n t r e  si, isto é, do i s  a dois, todos os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais. P a r a  f a zer isso al é m  de 
ter que g e r a r  t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais, 
t e m - s e  que c o m p a r á - l o s  e t a m b é m  v a s c u l h a r  t o d o s  os 
c o n j u n t o s  até o fim da b u s c a  e n umerat iva;
f) a r m a z e n a  do i s  s u b c o n j u n t o s  E fc e E *  a cacja nível k, onde 
k, indica o t a m a n h o  do c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  que se 
es t á  g e rando. A l é m  disso, a u m e n t a m  c o n f o r m e  a u m e n t a  a 
c a r d i n a l i d a d e  k do c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  m a x imal que 
esta s e n d o  gerado;
g) n ú m e r o  de s u b c o n j u n t o s  E fc e E* p r o d u z i d o s  que também
d e p e n d e m  da c a r d i n a l i d a d e  do c o n j u n t o  ^  que se esta
gerando. A s s i m  quanto m a i o r  for a c a r d i n a l  idade de V,1k
m a i s  n í v e i s  k de s u b c o n j u n t o s  E^ e E + te m - s e  de 
a rm a z e n a r ;
h) o t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  c o m p u t a c i o n a l  g a s t o  a u m e n t a  
m u i t o  c o n f o r m e  o n ú m e r o  de v é r t i c e s  do g r a f o  ©, pois a 
m e d i d a  em que c r e s c e  o n ú m e r o  de v é r t i c e s  do grafo,
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c r e s c e  t a m b é m  o n ú m e r o  de c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
m a x i m a i 5 ;
1
i) m e m ó r i a  n e c e s s á r i a  pa r a  g u a r d a r  os c o n j u n t o s  e 0 s
s u b c o n j u n t o s  E fc s E* ; 
j) r e c u o  (bachtrach) do ramo na á r v o r e  da b u s c a  e n u m e r a t i v a  
q uando não levar a n e n h u m  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal, 
r e t r o c e d e n d o  um p a s s o  de ca d a  vez ( d i g a m o s  p a s s o  a 
passo), e v e r i f i c a n d o  a p o s s i b i l i d a d e  de c o n t i n u a r  à 
frente ou e n t ã o  r e c u a r  mais um p a s s o  por vez, tendo, se 
for o caso, que e n c e r r a r  o ra m o  e i n i ciar outro, ou seja, 
p o d a - s e  esse ramo e r e c o m e ç a - s e  a b u s c a  em outro; 
k) c r e s c i m e n t o  da c a r d i n a l i d a d e  dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
m a x i m a i s  c o n f o r m e  o t a m a n h o  do g r a f o  ©, ou seja, 
c o n f o r m e  o a u m e n t o  do c o n j u n t o  de v é r t i c e s  a u m e n t a - s e
o t a m a n h o  k dos c o n j u n t o s  , 0 que t o r n a  difícil o 
p r o c e d i m e n t o  de f o r m a ç ã o  bem co m o  o de recuo;
1) h e u r í s t i c a s  p r o p o s t a s  são d e m o r a d a s  e de difícil 
i m p l e m e n t a ç ã o  c o m p u t a c i o n a l ;  
m) a h e u r í s t i c a  para a e s c o l h a  de vértices, a p r e s e n t a d a  no 
a l g o r i t m o  de Bron e Kerbosch, não f u n c i o n a  p a r a  e n c o n t r a r  
o p r i m e i r o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal ( V * ), já que o 
E fc se r á  s e m p r e  v a zio e n q u a n t o  b u s c a r  o p r i m e i r o  conjunto, 
isto é, a e s c o l h a  do p r i m e i r o  e l e m e n t o  é aleatória, 
bem como a do s e g u n d o  e o do terceiro, e d e s t e  modo 
s u c e s s i v a m e n t e ,  até formar o p r i m e i r o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  m a x i m a l ; 
n) há n e c e s s i d a d e  de se m o d i f i c a r  o a l g o r i t m o  ori g i n a l  de 
Bron e Kerbosch, para g erar s o m e n t e  o m á x i m o  c o n j u n t o
8?
i n d e p e n d e n t e ,  t e n d o  que c o m p a r a r  os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  e n t r e  si, guardando, a cada 
c o m p a r a ç ã o ,  o maior.
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5.2. - F o r m a s  p a r a  e n c o n t r a r - s e  o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e
5.2.1. - G e r a r  t o d o s  os c o n j u n t o s  i n dependent es m a x i m a i s
0 d e s c o b r i m e n t o  do n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  «c<G 3, j u n t a m e n t e  
com a o b t e n ç ã o  de um dos m á x i m o s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  (se 
e x i s t i r  m a i s  de um), po d e  ser c o n s i d e r a d a  uma ta r e f a  fácil para 
g r a f o s  p e q u enos, m e n o r e s  que 15 vértices. E n t r e t a n t o ,  quando 
p r e t e n d e - s e  e n c o n t r a r  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  maximais, de 
g r a f o s  grandes, s u r g e m  p r o b lemas. Ta i s  problemas, c o n f o r m e  ci t a d o  
na s e ç a o  5.1.1., t a m b é m  e s t a r ã o  p r e s e n t e s  no p r o b l e m a  de 
e n c o n t r a r  o n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  e um dos m á x i m o s  c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  d e t e r m i n a d o  por tal número.
A c o n t e c e  que os a l g o r i t m o s  e x i s t e n t e s  p a r a  o c á l c u l o  dos 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  g e r a m  tais c o n j u n t o s  
a l e a t o r i a m e n t e ,  no s e n t i d o  da c a r d i a l i d a d e  d e s s e s  conjuntos, e 
portanto, s e r i a  n e c e s s á r i o  g e rar t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  
m a x i m a i s  e e n t a o  e s c o l h e r  o que t e n h a  a m a i o r  c a r d i n a l i d a d e  
o b t e n d o - s e  o m á x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e .  Isto, certamente, 
e x i g e  m u i t o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  e g r a n d e  q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  
c o m p u t a c i o n a l , al é m  de ser um a l g o r i t m o  de c o m p l e x i d a d e  
e x p o n e n c i a l  na o r d e m  de entrada.
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5 . S.H. - T r a t a m e n t o  via P r o b l e m a  da C o b e r t u r a  do C o n j u n t o
Uma o u t r a  m a n e i r a  é fo r m u l a r  o p r o b l e m a  da o b t e n ç ã o  do 
m á x i m o  c o n j u n t o  i n d ependente, a t r a v é s  do P r o b l e m a  da C o b e r t u r a  de 
C o n j u n t o  (PCC), on d e  as linhas de uma d e t e r m i n a d a  m a t r i z  de 
i n c i d ê n c i a  CT]], r e p r e s e n t a m  as a r e s t a s  de ©  e as c o l u n a s  
r e p r e s e n t a m  os vértices. Desta forma:
T - ct.ij mxTi
{
1 se x. for um v é r t i c e  t erminal da a r e s t a  ct. j ». 
0 ca s o  cont rário
Assim, se ^  ^  ^  for a m í n i m a  c o b e r t u r a  (so l u ç ã o  ótima) pa r a  
o P r o b l e m a  da C o b e r t u r a  de C o n j u n t o  (PCC), o c o n j u n t o  X - W será 
então, o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  de ©.
E x e m p l o  5.1.: Co m o  se achar o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
u t i l i z a n d o  o p r o b l e m a  da c o b e r t u r a  do c o n j u n t o
F i g u r a  5.1. G r a f o  ©  com v é r t i c e s  e a r e s t a s  p a r a  o e x e m p l o  do PCC
T<1> = <2, 4>
T <2> = <±. 3>
T <3> = <2. *, 3>
T<4> = <1, 3>
T<5> = <3>
- O
A m a t r i z  de i n c i d ê n c i a  T  = C t ^ D ^ ^  é da d a  por
a
a
T  = a
a
a.
K1 X2  * 3  « 4  XS
1 1
1 - - 1
-  1 1 -  -
1 1
1 - 1
Como, ^  = C«1 , Hg} é a m í n i m a  c o b e r t u r a  pa r a  o c o n j u n t o  %, 
ent i o  X - X = c x2 , x4 , x5 } será o m á x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e .
Para fazer isto, n e c e s s i t a - s e  de uma q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  
m u i t o  grande, já que com o a u m e n t o  do n ú m e r o  de v é r t i c e s  a u m e n t a  
o n ú m e r o  de a r estas. Por o u t r o  lado, t e m - s e  que i m p l e m e n t a r  um 
a l g o r i t m o  m a i s  c o m p l e x o  do p o n t o  de v i s t a  t e ó r i c o  e 
c o m p u t a c i o n a l , que r e s o l v a  o P r o b l e m a  de C o b e r t u r a  de C o n j u n t o  
(PCC) e, a l é m  disso, d e t e r m i n a r  o m í n i m o  c o n j u n t o  de C o b e r t u r a  ^  
do g r a f o  ®.
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5.2.2.1. - C o m p l e x i d a d e  do PCC
Para i m p l e m e n t a r  o a l g o r i t m o  do P r o b l e m a  da C o b e r t u r a  de 
C o n j u n t o s  (PCC) t e m - s e  que e f e t u a r  à pr i o r i  r e d u ç õ e s  i n e r e n t e s  da 
p a r t e  t e ó r i c a  e, a l é m  disso, c o n s t r u i r  um t a b l e a u  inicial 
(f o r m a n d o  blocos). D e v e - s e  t a m b é m  a r m a z e n a r  listas de c o b e r t u r a s  
p r o v i s ó r i a s  e r e a l i z a r  t e s t e s  de d o m í n i o  que são u s a d o s  para 
l i m i t a r  a b u s c a  em á r v o r e s  e a p e r f e i ç o a r  a e f i c i ê n c i a  do 
algori t m o .
5.3. - D e s c r i ç ã o  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o
5.3.1. - I n t r o d u ç ã o
Em a p l i c a ç õ e s  p r á t i c a s  a p r i n c i p a l  c a r a c t e r í s t i c a  r e l a t i v a  a 
p r o p r i e d a d e  da i n d e p e n d ê n c i a  de um g r a f o  é o n ú m e r o  de
i n d e p e n d ê n c i a  « C G ]  e, c o n s e q ü e n t e m e n t e ,  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e
que t e n h a  tal c a r d i n a l i d a d e .  P o r é m  e x i s t e m  d i f i c u l d a d e s  c o n f o r m e  
já a p r e s e n t a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  para se e n c o n t r a r  tal n ú m e r o  bem 
co m o  e um dos c o n j u n t o s  (se e x i s t i r  m a i s  de um) d e t e r m i n a d o  por 
ele ao utiliza»— se os m é t o d o s  e x i s t e n t e s  na l i teratura. N e s t e  
t r a b a l h o  a p r e s e n t a - s e  um a l g o r i t m o  que e n c o n t r a  u m a  s o l u ç ã o  
a p r o x i m a d a ,  qu a n d o  não a ótima, de r á p i d o  p r o c e s s a m e n t o  e b aixa 
u t i l i z a ç ã o  de memória.
P o d e - s e  d i z e r  que o p a s s o  mais i m p o r t a n t e  no alg o r i t m o ,  para 
o d e s c o b r i m e n t o  do m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  é o da e s c o l h a  do 
v é r t i c e  que e n t r a r á  no c o n j u n t o  que se p r e t e n d e  f o r m a r . D e s t a  
forma, d e v e - s e  e s t a b e l e c e r  ou m esmo d e s e n v o l v e r  um c r i t é r i o  de 
e s c o l h a  de v é r t i c e s  que seja eficaz, isto é, um c r i t é r i o  
s e l e c i o n e  e l e m e n t o s  de tal mo d o  que forme um dos m á x i m o s  
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  (se e x i s t i r  ma i s  de um).
Pa r a  cada um dos v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  ao c o n j u n t o  ^  de 
v é r t i c e s  do g r a f o  ©, v e r i f i c a - s e  o grau c o r r e s p o n d e n t e .  Se 
e x i s t i r  um ú n i c o  v é r t i c e  que p o s s u a  o m e n o r  grau, d e n t r e  todos os 
o u t r o s  v é r t i c e s  em e s c o l h e - s e  este para ser a c r e s c e n t a d o  ao 
c o n j u n t o  que se p r e t e n d e  f o r m a r . C a s o  c o n t rário, isto é, se 
e x i s t e  mais de um v é r t i c e  d e n t r o  do c o n j u n t o  que p o s s u e m  o
m e n o r  grau, s e l e c i o n a - s e ,  em p r i ncipio, e s s e s  v é r t i c e s  para 
fo r m a r  o s u b g r a f o  a u x i l i r
No s u b g r a f o  <Eq > v e r i f i c a - s e  o grau de cada um de seus 
v érti c e s ,  e e x i s t i n d o  um ú n ico v é r t i c e  cu j o  gr a u  em <£Q > é 
mínimo, e s c o l h e - s e  o m e s m o  para ser a c r e s c e n t a d o  ao c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  maximal em formação. Em c a s o  c o n t r á r i o  f o r m a - s e  um 
n o v o  s u b g r a f o  <E^ >, com os v é r t i c e s  de <Eq > que p o s s u a m  grau 
mínimo, e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e ,  até que um ú n i c o  v é r t i c e  com o
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m e n o r  n u m é r o  de s u c e s s o r e s  seja i d e n t i f i c a d o  ou até que o 
s u b g r a f o  Æ k > e < ^ k+1 > s e j a m  iguais, qu a n d o  e s c o l h e - s e  qua l q u e r  
um dos v é r t i c e s  de <Efc+± > pa r a  i n c l u s ã o  no c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
em formacao. A h e u r í s t i c a  que d e t e r m i n a  a f o r m a ç ã o  de uma boa 
s o l u c a o  p a r a  o m á x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e ,  c o n s i s t e  no p r o c e s s o  
de e s c o l h a  acima.
I d e n t i f i c a d o  um v é r t i c e  x a ser i n c l u i d o  no c o n j u n t o
k+i
in d e p e n d e n t e ,  e l i m i n a—se o mesmo, j u n t a m e n t e  com seus sucessores, 
do c o n j u n t o  de v é r t i c e s  isto é, ^  ^  - Cx- } - ^ ( x  >.
lk+± Se+l
0 p r o c e s s o  c o n t i n u a  ate o c o n j u n t o  ^  ficar c o m p l e t a m e n t e  
vazio, isto é, q u a n d o  nao h o u v e r  mais v é r t i c e s  a e s c o l h e r  em
0 c o n j u n t o  de v é r t i c e s  f o r mado se r á  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
maximal . N o r m a l m e n t e  o p r o c e s s o  de b u s c a  d e s c r i t o  a c i m a  forma, 
i n i c i a l m e n t e ,  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal que cor r e s p o n d e ,  
qu a n d o  nao ao m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e ,  ao m enos a uma boa 
a p r o x i m a ç ã o  pa r a  o mesmo.
A g r a n d e  v a n t a g e m  na i m p l e m e n t a ç ã o  do a l g o r i t m o  conceituai 
p r o p o s t o  d e v e—se ao fato de nao h a v e r  n e c e s s i d a d e  de a r m a z e n a g e m  
de conjuntos, e ao b a i x o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o .
5.3.2. - 0 a l g o r i t m o  formal
Inicializações 
P a s s o  1.
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Deter minaçSLo do suposto conjunto independente 
P a s s o  2.
r e p i t a
P a s s o  2.1. -CEscolha, de vérticey 
\E = X
c a r d a n  = 1*1
X = 0
k+i
r e p i t a
£ex:
> = ■ = ^ ( x i ) = min lr  < xt ) ^  E  |"J
1 j k  «  E  vj
s e  j x i s t e m  ma i s  de um >t «  E  com
j
ij
e n t ã o
n- * *
E  = . . «i 5 
» i
s e  ((j *  2) ou (j *  cardan)) 
e n t ã o
ca r d a n  = j
s e n ã o
*x. = x.\ *> k+i i
s e n ã o
*  = onde A < x L ) = min |r (x ) n  Ej
k+1 t t x. € E  ’tl t
a t é  q u e  x. ^ 0 
lk+l
P a s s o  2.2. € Inclusão do vértice escolhido no conjuntoJ
\ * 1  - \  u  C*v >k+1
o
k = k + 1 C n- de e l e m e n t o s  }
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Passo 2.3. {Exclusão}
* = « - cx. ) - r (x ) 
k+i k+1
até que = 0.
Final izações 
Passo 3.
e s c r e v a ( ' o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal p r o p o s t o  é ^  V  )
e s c r e v a ( ' c a r d i n a l i d a d e  = k )
fim.
5.3.4. - E x e m p l o s  p a r a  o a l g o r i t m o  proposto, d e s e n v o l v i d o s  p a s s o  
por p asso
E x e m p l o  5.2:
T<1> = <2, 4>
T (Z> = <i. 3>
T<3> = *NV *,
T<4> = *riV 3>
T<5> =: <3>
F i g u r a  5.2. G r afo ©  pa r a  e x e m p l o  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o






Figura 5.3 Arvore para o grafo © com todas as possíveis soluções
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P 1. 0





2 2 3 2 1
E  = Cl, 2, 3, 4, 5 3 
c a r d a n  = 5
X. = 0  
ï
Nao
X, = 5 
ï
P 2.2
W  = 0  u  C 5} = C 5 3 
k = 1
P 2.3.
*  = Cl, 2, 43










E  = Cl, 2, 4}





E  = C 2, 4}
Não
K  = 2 
2
P  2. 2
V = C5 } u CE) = C5, 23 
k = 2
P 2.3.
^  = C 4 3











E  = C 4 3 



















0 c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal p r o p o s t o  é = C5, 2, 43 
C a r d i n a l i d a d e  = 3
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E x e m p l o  5.3: Outro e x e m p l o  para o a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o
TílJ = <2,
T<Z> = <1, 3, ?>
T<3> = <2. ■*» 5,
T{4> = <1. 3» S>
T<5> = <1. 3, 4>
T<6> = <1>
T<7> = <2, 3>
T<8> = <1, 3>
T<9> — <1>
F i g u r a  5.4. O u t r o  g r a f o  para e x e m p l o  do a l g o r i t m o  p r o p o s t o
P  1. 0
k = 0
V  = 0
* = Cl, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
P 2.
P 2.1.
& 3 5 3 3 1 Z Z 1
E  = Cl, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 












V  = 0 u  C 6 3 = C 6 3 
k = 1
P 2.3.
^  = CE, 3, 4, 5, 7, 8, 93
P 2.
P 2. 1.
Z 5 Z 2 2 1 O
E  = CE, 3, 4, 5, 7, 8, 93 





V  = C 6 3 U  C 9 3 = C 6 , 93
P 2 .3 .




2 5 2 2 2 i
E  = C2, 3, 4, 5, 7, 8> ' 










= ce, 4 , 5, 73
P 2.
P 2. 1.
î i i i
E  = C 2, 4, 5, 73
ca r d a n  = 4
„ S U B ORAFO








X. = 2 ï4
0
P 2.2.
V  = Í6, 9, 83 u  C 2 3 
k = 4








E  = C 4, 53
c ardan = 2
X. = 0  
5
Sim








v = C6, ?, 8, e) u {43 = (6, 9, 8, 2, 4} «7







0 c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  maximal p r o p o s t o  é V  = có, V, 8, 2, 4} 
C a r d i n a l i d a d e  = 5 
F i m .
P 2.2.
7.4. - A n á l i s e  da c o m p l e x i d a d e  do a l g o r i t m o
0 a l g o r i t m o  p r o p o s t o  possui a l g u m a s  v a n tagens, d e n t r e  as 
quais d e s t a c a m - s e  as seguintes:
2 2a) c o m p l e x i d a d e  da o r d e m  n. , isto é, );
b) não r e q u e r  s u b c o n j u n t o s  a u x i l i a r e s  e, al é m  disso, vai 
d e s t r u i n d o  o c o n j u n t o  inicial ^  a t é  t o r n á - l o  v a z i o , 
a c e l e r a n d o  o p r o c e s s a  de e s c o l h a  de v é r t i c e s  a cada 
v é r t i c e  i n c l u i d o  no c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e ;
c) nao n e c e s s i t a  de ò a c M í r o c M ,  o que reduz 
s i g n i f i c a t i v a m e n t e  o t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o .  0 a l g o r i t m o  
s o m e n t e  avança, n u n c a  recua. Vai até ao final, quando 
e s g o t a m  t o d a s  as p o s s i b i l i d a d e s  de e s c o l h a  de elementos, 
isto é, q u a n d o  = 0;
d) gera s o m e n t e  um conjunto, que é uma boa a p r o x i m a ç ã o  para
o m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e .  C o m o  e n c o n t r a  a p e n a s  um
c o n j u n t o  não é n e c e s s á r i o  g e r a r  e c o m p a r a r  os c o n j u n t o s
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  - que são g e r a d o s  a l e a t o r i a m e n t e
sob o a s p e c t o  da c a r d i n a l i d a d e  d e s s e s  c o n j u n t o s  bem como
t a m b é m  n ã o  p r e c i s a  g u a r d a r  os s u b c o n j u n t o s ,  E - e E + , comok k
por exemplo, no a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h .
e) o r e s u l t a d o  e n c o n t r a d o  pe l o  a l g o r i t m o  p r o p o s t o  é um 
limite i n f e r i o r  p a r a  o n ú m e r o  de i n d e p e n d ê n c i a  cxCGU, e 
p o d e r á  s e r  u t i l i z a d o  co m o  um li m i t e  m í n i m o  pa r a  e f e i t o  de 
c o m p a r a ç ã o  dos c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  g e r a d o s  
pe l o  o a l g o r i t m o  de Bron e Kerbosch;
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CAPÍTULO VI
T E S T E S  E V A L I D A D E  DO A L G O R I T M O  P R O P O S T O
6.1. M e t o d o l o g i a  u t i l i z a d a
6.1.1. Como foram g e r a d o s  os e x e m p l o s
Al g u n s  g r a f o s  u t i l i z a d o s  nos t e s t e s  para v e r i f i c a r  a
v a l i d a d e  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, foram c o l e t a d o s  em
livros, e são e x e m p l o s  c l á s s i c o s  de a l g u m a s  á r e a s  da t e o r i a  de 
grafos. O u t r o s  f o ram e s c o l h i d o s  a l e a t o r i a m e n t e .
D e n t r e  os e x e m p l o s  t e s t a d o s  e n c o n t r a m - s e  o g r a f o  de
P e t e r s o n ,  o g r a f o  c o m p l e t o  K  de n vértices, o g r a f o  e s t r e l a  comF»
c i n c o  pontas, o g r a f o  b i p a r t i d o  K _ ,  o g r a f o  c a c t o s  (blocos), o0,0
g r a f o  do c o n t r a - e x e m p 1 o de H e a w o o d  pa r a  a p r o v a  de K e m p e  (Teorema 
das c i n c o  cores), o g r a f o  da d u p l a  estrela, o g rafo de Thomassen, 
o g r a f o  de K õ z y r e r  e Grinberg, e o g r a f o  do t a b u l e i r o  de xa d r e z  
(probl. das rainhas), a l é m  de v á r i o s  outros. A seguir, m o s t r a - s e  
os g r a f o s  c i t a d o s  a c i m a  e a l g u n s  outros. T o dos os e x e m p l o s  
a p r e s e n t a d o s  abaixo, foram t e s t a d o s  nas v e r s õ e s  i m p l e m e n t a d a s  do 
a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  e do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto.
6.1. E x e m p los de
Figura 6.2. 0 grafo de Grötzsch
*>1
F i g u r a  6.4. 0 g r a f o  de P e t e r s o n
Figura 6.5. 0 grafo de Heawood : o único
Figura 6.6. 0 7-z<z&& e o 8-cag&
F i g u r a  6.7. 0 (4, 6 )-cag<s>
Figura 6 .8 . Um grafo extremo r(3, 5) 2: 14
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F i g u r a  6.9. E x e m p l o  de g r a f o  com 22 v é r t i c e s
*10
Figura 6 .1 0 . Exemplo de grafo com 27 vértices
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F i g u r a  6.11. Um g r a f o  e x t r e m o  r(4, 4) £ 18
F i g u r a  6.12. 0 c o n t r a - e x e m p 1o de H e a w o o d  pa r a  a p r o v a  de Kempe
Figura 6.13. 0 grafo de Herschel
Figura 6.14. A dupla estrela: uma cúbica
t
F i g u r a  6.15. 0 g r a f o  C a c t u s
Figura 6.16. 0 grafo Thomassen
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F i g u r a  6.17. G r a f o  de Gri n b e r g
F i g u r a  6.18. 0 g r a f o  de K o z y r e v  e G r inberg
6.1.2. Como foram f e i t o s  os t e s t e s
E s c o l h e u - s e ,  d e n t r e  os v á r i o s  a l g o r i t m o s  e x i s t e n t e s  na 
literatura, o de Bron e K e r b o s c h  por ser c o n s i d e r a d o  o melhor. 
Al é m  d i s s o  o a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  é o que ge r a  os 
c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  sem n e c e s s i d a d e  de v e r i f i c a r  se 
d e n t r e  os c o n j u n t o s  a n t e r i o r m e n t e  g e r a d o s  há algum s u b c o n j u n t o  
c o n t i d o  no atual c o n j u n t o  gerado.
Ap ó s  es t a  escolha, foram feitas a l g u m a s  m o d i f i c a ç õ e s  no 
a l g o r i t m o  a fim de que fosse a p r e s e n t a d o  a p e n a s  o m á x i m o  c o n j u n t o  
i n d e p e n d e n t e  e não t o d o s  os c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  gerados.
6.1.3. C o m o  foram c o m p a r a d o s
Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  com o a l g o r i t m o  de Bron e Kerbosch, e 
o a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  foram c o m p a r a d o s  e n t r e  si, sob 
do i s  a s p e c t o s  distintos:
< i) t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  n e c e s s á r i o ,  e
(ii) c a r d i n a l i d a d e  do m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
a p r e s e n t  a d o .
6.1.4. L i m i t a ç õ e s  de t e mpo
Co m o  o a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  g e r a  t o dos os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  de um d e t e r m i n a d o  g r a f o  ©  e, o n ú m e r o  
d e s t e s  c o n j u n t o s  c r e s c e  c o n f o r m e  a u m e n t a - s e  o t a m a n h o  do grafo, 
se impôs um limite no t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  para e s t e  algoritmo.
T e n t o u - s e  e x e c u t a r  um e x e m p l o  de 100 vértices, com o 
a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  i m p l e m e n t a d o ,  c o n t u d o  não foi 
p o s s ível, p o i s  ao se impor um li m i t e  de 100 h o r a s  de 
p r o c e s s a m e n t o ,  não se c h e g o u  ao fim da busca. Por isso, o 
a l g o r i t m o  não o b t e v e  a s o l u ç ã o  ó tima p a r a  e f e i t o  de c o m p a r a ç ã o  
com a s o l u ç ã o  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto.
P a r a  o a l g o r i t m o  p r o p o s t o  n e s t e  traba l h o ,  p r a t i c a m e n t e  não 
há r e s t r i ç õ e s  quanto ao t a m a n h o  p r á t i c o  do grafo, bem como quanto 
ao li m i t e  do t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  c o m p u t a c i o n a l .
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6.2. R e s u l t a d o s  o b t i d o s
6.2.1. Int r o d u ç ã o
Os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  a t r a v é s  do a l g o r i t m o  p r o p o s t o  foram«
c o n s i d e r a d o s  s a t i s f a t ó r i o s ,  t e ndo em v ista a o b t e n ç ã o  de uma boa 
a p r o x i m a ç ã o  p a r a  o m á x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e ,  quer seja pelo 
a s p e c t o  t e ó r i c o  quer seja pela f a c i l i d a d e  de i m p l e m e n t a ç ã o  
c o m p u t a c i o n a l ,  e t a m b é m  pela q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  r e q u e r i d a  e 
p e l o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  d ispendido.
Foi r e a l i z a d a  uma a n á l i s e  c o m p a r a t i v a  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  
qu a n t o  ao d e s e m p e n h o  c o m p u t a c i o n a l  do algori t m o s ,  de Bron e 
K e r b o s c h  e do h e u r í s t i c o  proposto, um em r e l a ç ã o  ao outro.
Os dois a l g o r i t m o s  i m p l e m e n t a d o s  foram s u b m e t i d o s  a testes 
com e x e m p l o s  de 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 22, 25, 26, 27, 30,
34, 46, 50 e 64 v é r t i c e s  e ao final, t e s t o u - s e  s o m e n t e  a versão 
i m p l e m e n t a d a  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  em e x e m p l o s  de 100, 
140 e 200 vértices.
6.2.2. E x e m p l o s  t e s t a d o s
M o s t r a - s e  abaixo, três e x e m p l o s  da e s t r u t u r a  de d ados 
u t i l i z a d a  pa r a  os g r a f o s  nos testes. C o n s i d e r a d o s  c o m o  pequeno, 
m é d i o  e g r a n d e  qu a n d o  se u t i l i z a  o a l g o r i t m o  de de Bron e 
Kerbosch, porém, qua n d o  u s a - s e  o a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  proposto, 
são c o n s i d e r a d o s  t o d o s  pequenos.
A p r e s e n t a - s e  ainda, a saída f o r n e c i d a  pe l o  a l g o r i t m o  de Bron
e K e r b o s c h  - c o n s t a n d o  da s o l u ç ã o  obtida, c a r d i n a l i d a d e  da 
solução, n ú m e r o  de s o l u ç õ e s  ( c o njuntos i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  do 
grafo) e t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  c o m p u t a c i o n a l  g a s t o  p a r a  o b t e r  a 
solução. Em seguida, a p r e s e n t a - s e  tam b é m  a saída f o r n e c i d a  pelo 
a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  - c o n s t a n d o  da s o l u ç ã o  obtida, 
c a r d i n a  1 i d ade da s o l u ç ã o  e t empo de p r o c e s s a m e n t o  c o m p u t a c i o n a l  
g a s t o  p a r a  o b t e r  a solução.
1 í 5
ox oy .-1 % , UI .•\ d 3
40 160 48 •' A a.
ver t (x y > s u c e s s o r e s
i 0 . 5 9 S ò 8 0
e 4.5 9 í 3 ó 0
8 8.5 ? e 4 h 0
4 10.5 5 3 5 7 0i”‘ 8 . 5 i 8 4 6 0
6 6 . 5 5 1 2 '0 7
7 4 . S i 4 6 0
tí 2 . 5 5 í 6 0
0
soiuCíio i-.it i fí! a o b t i d a  p e l o  a l g o r i t m o  de Bron e Ker b o s c h
S := i S 5 7 8 }
c a r d i n a l i d a d e  -- 4
num. de s o l u c o e s  == 8
t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o  ~ 0h 0m 0 , 5s
y o l u c a o  o b t i d a  pe l o  a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  
8 ~ £7 5 £ 8} 
c a r d i n a l i d a d e  - 4
tempo de processamento - 0h 0m <è, Ss
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-20 180 80 84
OX 03 dx dy
verfc ( X a ) c:
i i . 5 6 . 0 3 0
E £.5 & . 8 O 0
3 £ íí 5 . 0 i £ 4 27
4 £.5 4 . 5 3 b ££ 83cr 3 . £ 4.8 4 6 0
4 . ® 4 . 5 5 7 1 2 13
7 4 . 3 5 . í 6 8 0
8 5 . 3 4.5 7 9 1 1 •í o•i. L.
9 5 . 8 5 . 0 8 1 0 0
Í 0 6 . 4 4 . 5 9 li 0
i 1 5 . 8 4 . £ p 1 0 0
ic 4 . 8 4 . £ 6 8 0
13 3 . 8 3 . 3 ó 14 15 2 2
14 4 . 2 3.2 13 0
15 3 . £ 3 . 0 13 16 £ 1 0
16 4 . 4 £ . 6 15 17 £ 1 0
17 4 . 8 1 . 8 i 6 18 £0 0
18 5 . 8 1 . 8 17 19 0
1 ? 5.8 i . 0 18 80 0
2 0 4 . 8 1 . 0 17 19 0
£i 3 . £ 8 . 8 15 16 0
2 2 3.# 3 . 7 4 13 0
£3 8 . 5 3 . 4 4 84 0
£4 1 . 5 £ . 6 23 £5 26 0
25 1 . 0 1 . 8 £4 0
26 1 . 5 3 . 7 4 £4 0
£7 1 . 5 4 . 4 '.1= 4 0
0
S o l u c a o  ot ima o b t i d a  p e l o  a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  
S = £í 2 5 7 9 11 12 14 15 17 19 £2 23 25
c a r d i n a l  idade = 16 
num. de s c l u c o e s  =: £4®
t e m p o  cie p r o c e s s a m e n t o  0h 3 , 8 4 s
S o l u c a o  o b t i d a  pe l o  a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  
S ~ 1 i 2 14 28 27 5 7 í£ 9 íí £3 £5 8 6 18
c a r d i n a 1 i d a d e ~ i ó




















































ox . ■ oy dx ciy 
160 5# 16
<x y) s u c e s s o r e s
5 . 00 9 . 00 2 18 19
7 . 00 8 . 46 1 3 81
? . 83 7 . 83 2 4 17
a . 46 7 . 00 3 5 88
8 . 8 6 6 . 04 4 6 9
9 . 00 5 . 00 5 7 23
8 . 46 3 . 00 6 8 85
7 . 00 1 . 54 7 9 27
6 . 04 1 . 14 ‘.j 8 1 0
5 . 00 1 . 00 9 1 1 28
3 ■ 96 1 . 14 1 0 1 2 15
3 . 00 1 . 54 1 1 13 29
1 .54 3 . 00 1 2 14 31
1 . 0 # 5.00 13 15 33
1 . 14 6 . 04 1 1 14 16
1 .54 7 . 00 15 17 34
8 . 17 7 . 83 3 1 6 18
3 . 00 8 . 46 1 17 35
Î3 . 00 8 . 00 1 80 36
5 . 78 7 . 90 19 2 1 37
Ó . 50 7 . 60 2 80 88
7 .60 6 . 50 4 2 1 23
8 . 00 5 . 00 6 88 84y . 90 4 . 82 23 25 39
7 . 60 3 . 50 7 84 8 6
7 . 1 2 2 . 88 25 87 40
6 ., 50 2 . 40 8 80 88
5 .00 2 . 00 1 0 87 29
3 .50 2 . 40 18 88 30
2 .88 2 . 88 29 31 48
2 .40 3 . 50 13 30 38
8 .1 0 4 . 22 31 33 43
a .00 5 . 00 14 38 34
2 .40 6 . 50 1 6 33 35
3 .50 7 . 60 18 34 36
4 .2 2 7 . 90 19 35 45
’.j.36 6 . 35 80 38 45
6 .2 1 5 . 70 37 39 46
6 .35 4 . ô4 24 38 40
5 .99 4 . 01 26 39 41
5 .00 3 . 00 40 48 46
4 .0 1 4.01 30 41 43
•*“! 65 4 . 64 3 8 48 44
O 79 5 . 70 43 45 46
4 .*4 6. 3 5 36 37 4 4















































bo i u c a o  ot lisa I o a I g o r i t m o ci e B r o n s K s r b o s c  h
x t ” : / 10 E0 o  o  oi - ~  ü . . P7 P  Q 3 c. *’*Y 3 6
38 40 48 4 4
c ar d i n a l  idade 19
num
t e? ni p o d e p r o c g  s s  a m e n t o "7* IT!
o b t a i g or : :mo neur propost o
S - Ci 3 ïï i® 7 87 40 H4 S; 
c a r d i n a l i d a d e  ~ 19





6.2.3. R e s u l t a d o s  dos e x e m p l o s  t e s t a d o s
Na t a b e l a  6.1 são a p r e s e n t a d o s  os r e s u l t a d o s  pa r a  os t e s t e s  
r e a l i z a d o s  e os g r á f i c o s  6.1 e 6.4, a p r e s e n t a m  os r e s u l t a d o s  sob 
a f o r m a  de g r á f i c o s 1 .
O b s e r v a - s e  que os r e s u l t a d o s  o b t i d o s  pe l o  a l g o r i t m o  
h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  são c l a r a m e n t e  m e l h o r e s  que os r e s u l t a d o s  
o b t i d o s  p e l o  a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  m o d i f i c a d o  pa r a  
e n c o n t r a r  o m á x i m o  c o n j u n t o  indepe n d e n t e .  N o t a - s e  t a m b é m  que 
c o n f o r m e  a u m e n t a - s e  o n ú m e r o  de v é r t i c e s  do grafo, a d i f e r e n ç a  
e n t r e  um e outro, t e n d e  a a u m e n t a r  e não se pode d i z e r  que o 
a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  m o d i f i c a d o  seja c o m p e t i t i v o  com o 
h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  em t e r m o s  de v e l o c i d a d e  de p r o c e s s a m e n t o  e em 
r e l a ç ã o  a q u a n t i d a d e  de m e m ó r i a  utilizada.
i
Os tempos de processamento, em segundos, apresentados na tabela 
©. 1 e em escala logarítmica, nos gráficos ©.1 e ©. 2, referem-se a
implantaçSCo computacional dos algoritmos em um microcomputador
IS30 PLUS II da Itautec.
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n ú m e r o
de
vért ices
t e m p o  de e x e c u ç ã o Di f e r e n ç a s (B/K - P)
Bron e K e r b o s c h Propost o A b s olut a %
06 0. 05s 0. 03s 0 . 02s 6 6.66
08 0. 10S 0. 05s 0. 05s 1 00.00
10 0 . ISs 0 .05s 0. 07s 140.00
12 0 . 3 0 S 0 . 05s 0 . 25s 5 0 0 . 0 0
15 0 . 53s 0 . 06s 0 . 47s 78 3 . 3 3
16 0. 68s 0. 10S 0. 58s 5 8 0 . 0 0
17 1 . 4£s 0 . 10S 1 . 32 s 1 3 2 0.00
E0 S. 05s 0. 13s 1 ,92s 1 4 7 6 . 9 2
EE 3 . 89s 0 . 10s 3 . 79s 3 7 9 0 . 0 0
25 1 0 . Eis 0 . 2 7 s 9 . 9 4 s 3 6 8 1 . 4 8
£6 1 1 . 9 7 s 0 . 27s 1 1 . 70s 4 3 3 3 . 3 3
27 3 . 84s 0 . 2 7 s 3 . 57s 1 3 2 2.22
30 2 9 . £7s 0 .36s 2 8 . 91s 8 0 3 0 . 5 5
34 Sm E 4 .67s 0 . 49s 2m 2 4 . 18s 2 9 4 2 4 . 4 8
46 lh 9m 5 7 . 46s 0 . 82s lh 9m 5 6 . 64s 3 9 5 8 1 2 6 . 8 0
50 lh lEm 14.46s 1 ,32s lh 12m 1 3 . 14s 3 2 7 3 7 2 2 . 7 0
64 23m 1 7 . 52s 3 . 57s 2 3m 1 3 . 95s 3 9 0 4 . 6 2
100 - 9 . 6 7 s - -
140 - 2 2 . 79s - -
E00 - lm 0 5 . 5Es - -
T a b e l a  6.1. T e m p o  de e x e c u ç ã o  e d i f e r e n ç a  e n t r e  e n t r e  os tempos 
de p r o c e s s a m e n t o















— Numero de vertices —
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6.3. E x c e s s ã o  pa r a  c o n v e r g ê n c i a
Em t o dos os e x e m p l o s  testados, d e s c o b r i u - s e  a p e n a s  do i s  
c o n t r a  —e x e m p 1 os para a c o n v e r g ê n c i a  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  
p r o p o s t o  e, m e s m o  a s s i m  o a l g o r i t m o  p r o p o s t o  e n c o n t r o u  uma boa 
a p r o x i m a ç a o  p a r a  a solução, com c a r d i n a l i d a d e  d i f e r i n d o  em a p e n a s  
uma u nidade, q u a n d o  c o m p a r a d a  com a s o l u ç ã o  ó tima e n c o n t r a d a  pe l o  
a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h  m odificado.
0 p r i m e i r o  c o n t r a - e x e m p 1 o e n c o n t r a d o  para a c o n v e r g ê n c i a  da 
s o l u ç ã o  ótima, foi o das o i t o  damas do t a b u l e i r o  de xadrez, onde 
f i c a m  sem a t a c a r—se umas as outras. As s o l u ç õ e s  ó t i m a  (já que 
e x i s t e  mais de uma) p a r a  esse p r o b l e m a  são os c o n j u n t o s  
i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s  com c a r d i n a l d a d e s  iguais a oito. 0 
a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  e n c o n t r o u  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  
m a x i m a l  com 7 e l e m e n t o s  em 3.57®, e n q u a n t o  que o a l g o r i t m o  de 
Bron e K e r b o s c h  levou 23* 17.52*? p a r a  e n c o n t r a r  a s o l u ç ã o  
ótima, com c a r d i n a l i d a d e  oito.
0 o u t r o  c o n t r a - e x e m p 1 o e n c o n t r a d o  para o a l g o r i t m o  
h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  foi um grafo de 50 vértices. A s o l u ç ã o  ótima, 
com c a r d i n a l i d a d e  17 foi e n c o n t r a d a  pe l o  a l g o r i t m o  de Bron e 
K e r b o s c h  em 1^ 2 1 ^  49.51& e o a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  
e n c o n t r o u  uma s o l u ç ã o  de c a r d i n a l i d a d e  16 em 1.33^.
CAPÍTULO VII
C O N C L U S Õ E S  E R E C O M E N D A Ç Õ E S
7.1. - Cone 1us ões
D e n t r e  v á r i o s  aspectos, c h e g o u - s e  as s e g u i n t e s  c o n c l u s õ e s :
( i ) 0 a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  tem c o m p l e x i d a d e  ri2 , 
ou sej a , ® ( n 2 ) ;
( 0 a l g o r i t m o  possui uma c o n v e r g ê n c i a  m u i t o  boa, p o i s  em
t o dos os e x e m p l o s  testados, s e m p r e  selec i o n o u ,  quando 
nao a ó t i m a  solução, pe l o  m e n o s  uma s o l u ç ã o  m u i t o  
p r ó x i m a  da ótima. S e n d o  que a s o l u ç ã o  p r o p o s t a  
e n c o n t r o u  até m e s m o  nos dois c o n t r a - e x e m p 1 os uma 
s o l u ç ã o  que nao d i f e r e  em mais de uma u n i d a d e  em 
r e l a ç a o  a cardinal idade da s o l u ç ã o  ótima;
(iii) T o r n a - s e  uma busca m u i t o  rápida, já que s u g e r e  a 
s o l u ç ã o  e n c o n t r a d a  no a l g o r i t m o  p r o p o s t o  como m á x i m o  
c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e , s endo m u i t o  e f i c i e n t e  pois 
a v a n ç a  s e m p r e  em frente sem n e c e s s i d a d e  de recuos;
( iv) Em quase t odos os e x e m p l o s  testados, o a l g o r i t m o  
h e u r í s t i c o  p r o p o s t o  e n c o n t r o u  uma s o l u ç ã o  que, quando 
nao a ótima, ao m e nos uma m u i t o  p r ó x i m o  da ótima, com 
a c a r d i n a l i d a d e  não d i f e r i n d o  em mais de uma u n i d a d e  
quando c o m p a r a d a  com a ó t i m a  s o l u ç ã o  f o r n e c i d a  pelo 
a l g o r i t m o  de Bron e K e r b o s c h .
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7.2. - R e c o m e n d a ç õ e s
As r e c o m e n d a ç õ e s  citadas, i n d i c a m  a l g u m a s  p o s s i b i l i d a d e s  
pa r a  e s t u d o s  e p e s q u i s a s
( ^) P o s s i b i l i d a d e  de m o d i f i c a ç ã o  no a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  
p r o p o s t o  para que e n c o n t r e  t a m b é m  uma boa s o l u ç ã o  para 
o m í n i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e . Em a l g u n s  c a s o s  é 
n e c e s s á r i o  e n c o n t r a r  o m í n i m o  c o n j u n t o  independente, 
em vez do m á x i m o  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e . N e s t e s  casos, 
é m u i t o  s i m p l e s  m o d i f i c a r  a h e u r í s t i c a  bá s i c a  
a p r e s e n t a d a  no a l g o r i t m o  p r o p o s t o  para que a p r e s e n t e  
uma boa s o l u ç ã o  para o m í n i m o  c o n j u n t o  i n d ependente.
( A l t e r a ç a o  de a l g o r i t m o s  de c o l o r a ç ã o  pa r a  um g r a f o  G
qualquer, com a u t i l i z a ç ã o  do a l g o r i t m o  h e u r í s t i c o  
p r o p o s t o  n e s t e  trabalho, o que c e r t a m e n t e  a c e l e r a  o 
p r o c e d  iment o .
(ü l ) F o r m u l a ç a o  de a l g o r i t m o s  que geram h o r á r i o s  em 
i n s t i t u i ç õ e s  g o v e r n a m e n t a i s  e de ensino, b a s e a d o s  na 
p r o p r i e d a d e  da i n d e p e n d ê n c i a  maximal (salas, 
p r o f e s s o r e s ,  cursos, horários, turnos, etc.)
( iv) P o s s i b i l i d a d e  de m o d i f i c a ç ã o  na h e u r í s t i c a  b á s i c a  do
a l g o r i t m o  p r o p o s t o  n e s t e  trabalho, bem como o
a c r é s c i m o  de h e u r í s t i c a  p a r a  v e r i f i c a r  a a d jacência,
q u a n d o  p r e t e n d e - s e  e n c o n t r a r  o m á x i m o  c o n j u n t o
i n d e p e n d e n t e  em g r a f o s  d i r e c i o n a d o s . No t e  que num
g r a f o  d i r e c ionado, se x é a d j a c e n t e  a x., não implica1 J
que x^  seja a d j a c e n t e  a xt .
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